24

Dziatania na liczbach

,Kazdy skomplikowany problem ma rozwiazanie,
ktore jest jasne, proste i niepoprawne.”

— H. L. Mencken

tym rozdziale dokonamy przegladu fundamentalnych j¢zykowych 1 bi-

bliotecznych narz¢dzi do wykonywania dzialan na liczbach. Opiszemy

podstawowe problemy dotyczace rozmiaru, precyzji 1 obcinania liczb. Centralng

czgscig tego rozdziatu bedzie opis tablic wielowymiarowych — zaréwno w stylu

jezyka C, jak 1 biblioteki macierzy N-wymiarowych. Przedstawimy wprowadze-

nie do liczb losowych, ktore sa czgsto potrzebne do testowania, przeprowadzania

symulacji oraz w grach. Na koniec przedstawimy list¢ standardowych funkcji
matematycznych oraz zwigzle opiszemy funkcjonalnosé biblioteki standardowej

w zakresie liczb zespolonych.
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24.1. Wprowadzenie

Dla niekt6érych powazne dzialania na liczbach sa wszystkim. Do kategorii tej zalicza si¢ wielu
naukowcéw, inzynieréw oraz statystykdw. Dla niektérych dziatania na liczbach sa czasami
niezbg¢dne. Do tej kategorii mozna zaliczy¢ informatyka od czasu do czasu wspdlpracujacego
z fizykiem. Wigkszo§¢ ludzi dziatania na liczbach — poza prosty arytmetyka liczb catkowitych
1 zmiennoprzecinkowych — wykonuje rzadko. Celem tego rozdziatu jest przedstawienie
technicznych mozliwosci jezyka w zakresie rozwiazywania prostych probleméw zwiazanych
z wykonywaniem obliczen. Nie prébujemy tu uczy¢ analizy numerycznej ani opisywaé za-
awansowanych zagadniefh zwigzanych z dzialaniami na liczbach zmiennoprzecinkowych. Za-
gadnienia te znacznie wykraczaja poza tematyke tej ksiazki 1 mieszaja si¢ ze szczegdtowymi
tematami zwigzanymi z konkretnymi dziedzinami zastosowan. W tym rozdziale opiszemy:

e Zagadnienia zwigzane z typami wbudowanymi o stalym rozmiarze, takie jak precyzja
i przepelnienie zakresu.

e Tablice — zar6wno wbudowana implementacj¢ tablic wielowymiarowych, jak i biblio-
teke Matrix, ktdra lepiej nadaje si¢ do wykonywania obliczen.

e Podstawowsy definicjg liczb losowych.
¢ Funkgje matematyczne biblioteki standardowe;j.

e Liczby zespolone.

Szczegblny nacisk polozymy na biblioteke Matrix, ktora znaczaco ulatwia pracg z macierzami
(wielowymiarowymi tablicami).

24.2. Rozmiar, precyzja i przekroczenie zakresu

Jesli wykorzystywane s3 typy wbudowane i stosowane typowe techniki obliczeniowe, liczby
przechowywane s3 w statych ilo$ciach pamigci. Tzn. typy catkowitoliczbowe (int, Tong itp.)
sa tylko przyblizeniem matematycznego pojgcia liczb catkowitych, a typy zmiennoprzecinkowe
(float, double itp.) sa (tylko) przyblizeniem matematycznych liczb rzeczywistych. Oznacza
to, ze z matematycznego punktu widzenia niektére obliczenia s3 nieprecyzyjne lub wrecz
niepoprawne. Rozwazmy:

float x = 1.0/333;

float sum = 0;

for (int i=0; i<333; ++i) sum+=x;

cout << setprecision(15) << sum << "\n";

Powyzszy kod nie zwrdci wartosci 1, jak mozna by bylo si¢ naiwnie spodziewad, tylko:

0.999999463558197

Spodziewali$my si¢ takiego wyniku. Mamy tu do czynienia z bledem zaokraglania. Liczba
zmiennoprzecinkowa dysponuje ograniczona liczba bitéw, przez co mozna ja ,oszukaé”, pi-
szac takie wyrazenie arytmetyczne, ktérego wynik wymaga wigkszej liczby bitéw, niz udostgp-
nia sprz¢t. Na przyklad wymiernej liczby 1/3 nie da si¢ precyzyjnie zaprezentowaé w postaci
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dziesigtnej bez wzgledu na to, ilu uzyje si¢ cyfr. To samo dotyczy liczby 1/333. Jesli zatem
dodamy 333 kopie x (najlepszego maszynowego przyblizenia liczby 1/333 jako liczby typu
float), uzyskamy wynik trochg inny niz 1. Zawsze, gdy intensywnie wykorzystywane sa licz-
by zmiennoprzecinkowe, wystepuja btedy zaokraglania. Kwestia dotyczy tylko tego, czy biedy
te znaczaco wplyna na wynik.

Zawsze nalezy sprawdzal, czy uzyskany wynik jest prawdopodobny. Kazdy, kto wykonuje
obliczenia, powinien mniej wigcej orientowaé sig, jak powinien wygladaé poprawny wynik,
aby nie da¢ si¢ oszukaé jakiemus ,glupiemu bledowi w kodzie” lub bl¢dowi w obliczeniach.
Nalezy mieé¢ $wiadomo$¢ mozliwosci wystapienia blgdéw zaokraglania oraz w razie watpliwosci
skonsultowac si¢ z jakims$ specjalista lub doczytaé na temat wykonywania obliczen.

WYPROBU)J

((
> Zastap w powyzszym programie liczbg 333 liczba 10 i uruchom go. Jakiego wyniku
si¢ spodziewates? Jaki wynik zostal zwrécony? Ostrzegalismy!

Efekt statosci rozmiaru liczb catkowitych moze daé o sobie znaé¢ w bardziej dramatycznych
okoliczno$ciach. Powodem tego jest to, ze liczby zmiennoprzecinkowe z definicji s3 przyblize-
niem liczb rzeczywistych, a wigc bywa, ze sa nieprecyzyjne (tj. gubia najmniej znaczace bity).
Natomiast liczby calkowite czasami maja niewystarczajacy zakres (tj. gubia najbardziej zna-
czace bity). To sprawia, ze bledy dotyczace liczb zmiennoprzecinkowych sa czgsto trudne do
zauwazenia (1 czgsto pozostaja niezauwazone przez poczatkujacych). Natomiast bledy dotyczace
liczb catkowitych sa czesto widowiskowe (1 zazwyczaj trudno ich nie zauwazyc). Nalezy
pamigtaé, ze lepiej jest, gdy bledy manifestuja swoja obecno$é wezednie i wyraznie, dzigki
czemu fatwiej je znalez¢ 1 poprawié.
Rozwazymy problem z liczbami catkowitymi:

short int y = 40000;
int i = 1000000;

cout << y << " " << i*i << "\n";

Powyzszy kod zwréci nastgpujacy wynik:
—25536 —727379968

Tego si¢ spodziewali$my. Jest to efekt przekroczenia zakresu liczby. Typy catkowitoliczbowe
pozwalaja reprezentowaé tylko wzglednie male liczby. Nie ma po prostu wystarczajacej liczby
bitdw, aby precyzyjnie zaprezentowaé kazda potrzebna liczbg w odpowiedni sposéb do efek-
tywnego wykonania obliczefi. Dwubajtowa liczba catkowita typu short nie moze mieé war-
toSci 40 000, a czterobajtowa liczba typu int nie moze mieé wartosci 1 000 000 000 000. Doktadny
rozmiar typéw wbudowanych jezyka C++ (punkt A.8) zalezy od sprzgtu i kompilatora. Funkcja
sizeof(x) zwraca rozmiar x w bajtach dla zmiennej x lub typu x. Z definicji sizeof(char)==1.
Rozmiary mozna przedstawié graficznie w nast¢pujacy sposob:
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char D
short I:l:‘
int, long, float I:I:I:I:‘

doupe [ [ [ [ [ [ [ ]

&\ Przedstawione warto$ci dotycza systemu Windows i kompilatora Microsoftu. Jezyk C++
udost¢pnia liczby catkowite i zmiennoprzecinkowe réznych rozmiaréw, ale jesli jest to mozliwe,
najlepiej trzymacé si¢ typoéw char, int oraz double. W wigkszosci programéw (ale nie we wszystkich)
pozostale typy liczbowe sprawiaja wigcej klopotéw, niz sg warte.
Liczbe catkowita mozna przypisa¢ do typu zmiennoprzecinkowego. Jesli liczba ta jest wigksza
niz zakres owego typu, zostanie utracona precyzja. Na przyklad:

cout << "Rozmiary: " << sizeof(int) << ' ' << sizeof(float) << '\n';
int x = 2100000009; // duza liczba catkowita

float f = x;

cout << x << ' ' << f << endl;

cout << setprecision(15) << x << ' ' << f << "\n';

Na naszym komputerze kod ten zwrécil nastgpujacy wynik:

Rozmiary: 4 4
2100000009 2.1e+009
2100000009 2100000000

Typy float i int zajmuja takie same iloSci pamigci — 4 bajty. Liczba typu float skfada sig
z mantysy (zazwyczaj wartoéci z przedziatu miedzy 0 a 1) i wyktadnika (mantysa-10*¥<dnik),
a wige nie moze precyzyjnie reprezentowaé najwigkszej liczby typu int (gdybySmy prébowali
to zrobié, gdzie znalezlibySmy miejsce na mantysg, gdy cz¢§¢ miejsca zabralismy dla wy-
kiadnika?). Zmienna f zgodnie z przewidywaniami zaprezentowata liczbg 2100000009 w jak
najdoktadniejszym przyblizeniu. Jednak znajdujaca si¢ na kornicu cyfra 9 okazala si¢ juz zbyt
duzym wyzwaniem — dlatego ja tam postawiliSmy.

Jesli natomiast do typu calkowitoliczbowego przypisze si¢ liczb¢ zmiennoprzecinkowa,
nast¢puje obcigcie, tzn. zostaje opuszczona cz¢$¢ utamkowa. Na przyktad:

float f = 2.8;
int x = f;
cout << x << ' ' << f << "\n';

Zmienna x b¢dzie miala warto$¢ 2. Nie bgdzie wartoSci 3, jak mozna by bylo si¢ spodziewaé
zgodnie z ogblnie przyjeta regula zaokraglania. Konwersja typu float na int powoduje obcigcie,
a nie zaokraglenie liczby.
A Wykonujac obliczenia, nalezy pamigta¢ o mozliwosci przekroczenia zakresu typu lub obcigcia
czgscl ulamkowej. Jezyk nie przechwyci tych probleméw za nas. Rozwazmy:
void f(int i, double fpd)
{

char ¢ = i; // Tak, typ char reprezentuje naprawde mate liczby catkowite
short s = i; // Uwaga: liczba catkowita moze by¢ za duza dla typu short
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i o= i+l // Co by byto, gdyby i byta najwickszq liczbq typu int?

long 1g = i*i;  // Uwaga: liczba typu long nie moze byc wigksza od typu int

float fps = fpd; // Uwaga: duza liczba typu double moze nie zmiestic si¢ w typie float

i = fpd; // Obcigcie: np. 5.7 —> 5

fps = 13 /] Moze zostac utracona precyzja (w przypadku bardzo duzych wartosci typu int)
}
void g()

{
char ch = 0;
for (int i = 0; i<500; ++i)
cout << int(ch++) << "\t';

}

Jesli masz watpliwosci, poeksperymentuj! Nie panikuj i nie ograniczaj si¢ tylko do czytania
dokumentagji. Je$li nie masz duzego do$wiadczenia, mozesz zle zrozumieé¢ dokumentacjg
zwiazana z wykonywaniem obliczen.

WYPROBU)

(
> Uruchom funkgje g(). Zmodyfikyj funkcje (), aby drukowata na wyjéciu c, s, i itd.
Przetestuj ja na wielu rozmaitych wartoS$ciach.

Bardziej szczegbltowo o reprezentacji liczb catkowitych i ich konwertowaniu napiszemy
w punkcie 25.5.3. Jesli si¢ da, wolimy stosowaé jak najmniej typdw danych. W ten sposéb ta-
twiej uniknaé nieporozumient. Na przyktad dzigki uzywaniu w programie tylko typu double
mozna uniknaé probleméw zwiazanych z konwersja typu double na float. W istocie staramy si¢
w obliczeniach uzywa¢ tylko typéw int, double i complex (podrozdzial 24.8), do reprezentowania
znakdw uzywamy typu char, a bool do wyrazania wartosci logicznych. Pozostatych typéw
arytmetycznych uzywamy tylko, gdy musimy.

24.2.1. Ograniczenia typéw liczbowych

Wihasnosci typéw wbudowanych implementacji C++ s3 przechowywane w nagléwkach
<limits>, <climits>, <limits.h> oraz <float.h> Mozna w nich sprawdzi¢ ograniczenia, usta-
wi¢ wartownikéw itd. Lista tych warto$ci znajduje si¢ w punkcie B.9.1 i moze mieé kluczowe
znaczenie dla programistéw niskopoziomowych narzedzi. Jesli ich potrzebujesz, prawdopo-
dobnie pracujesz za blisko sprz¢tu, chociaz mozna mieé rézne powody. Czgsto na przyktad
programisci cickawig si¢ szczegblami implementacji jezyka, np. ,Jaki rozmiar ma typ int?”
albo ,,Czy typ char ma znak?”. Znalezienie jednoznacznych i poprawnych odpowiedzi na te
pytania w dokumentacji systemu moze by¢ trudne, a standard opisyje tylko minimalne wyma-
gania. Mozna natomiast z tatwoScia napisaé program zwracajacy te informacje:
cout << "Liczba bajtow w typie int: " << sizeof(int) << '\n';

cout << "Najwieksza wartoS¢ typu int: " << INT_MAX << endl;
cout << "Najmniejsza warto$¢ typu int: " << numeric_limits<int>::min() << '\n';

if (numeric_limits<char>::is_signed)
cout << "Typ char ma znak.\n";

h

2
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else
cout << "Typ char nie ma znaku.\n";

char ch = numeric_limits<char>::min() ; // najmniejsza wartos¢ dodatnia

cout << "char o najmniejszej wartosci dodatniej: " << ch << '"\n';

cout << "wartoSC¢ int zmiennej char o najmniejszej wartosci dodatniej:
<< int(ch) << '"\n';

Jesli pisze si¢ kod, ktéry ma byé uruchamiany na kilku rodzajach sprzgtu, czasami dostgpnosé

tych informacji w programie jest niezwykle przydatna. Alternatywnie mozna r¢eznie wpisaé

te warto$ci w kod, ale to niosloby za sobg ryzyko powstania probleméw z utrzymaniem.
Ograniczenia te moga by¢ takze przydatne przy wykrywaniu przekroczenia zakresu.

24.3. Tablice

Tablica to sckwengcja elementéw, do ktérych dostgp mozna uzyskaé za pomoca indekséw (okre-
Slajacych ich potozenie). Czasami uzywa si¢ nazwy wektor. W tym podrozdziale interesuja nas
takie tablice, ktorych elementy same sa tablicami — tablice wielowymiarowe. Tego rodzaju
tablice czgsto nazywa si¢ macierzami (ang. matrix). Taka réznorodnos$¢ nazw stanowi do-
wod popularnosci 1 uzytecznosci tego ogblnego pojecia. Standardowy typ vector (punkt B.4),
array (podrozdziat 20.9) i tablice wbudowane (punkt A.8.2) s3 jednowymiarowe. Co zrobi¢,
jesli bedzie potrzebny drugi wymiar (np. macierz)? Nie mdwiac juz o np. siedmiu?
Jedno- 1 dwuwymiarowe tablice mozna graficznie przedstawi¢ nastgpujaco:
Wektor (np. Matrix<int> v(4)),

| | | | | zwany takze tablica jednowymiarowa
lub macierza 1 naN

Macierz 3 na 4 (np. Matrix<int,
2> m(3,4)) nazywana takze
tablicg dwuwymiarowg

Tablice maja kluczowe znaczenie w wigkszosci programdw obliczeniowych. Sa powszechnie
wykorzystywane w wigkszosci najciekawszych obliczent naukowych, inzynierskich, statystycz-
nych oraz finansowych.

ﬁé Czgsto tablicg przedstawia sig jako obiekt ztozony z wierszy 1 kolumn:

Kolumna
Wiersz /
\ 5 ' Macierz 3 na 4 takze nazywana
[ e B i T "7\ tablica dwuwymiarowa
W S o —— | . 3 wiersze
: 4 kolumny

Kolumna to sekwencja elementéw o wspdlnej pierwszej wspolrzednej (x). Wiersz to zbidr
elementéw o wspdlnej drugiej wspolrzednej (y).
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24.4. Tablice wielowymiarowe w stylu jezyka C

Tablic wbudowanych jezyka C++ mozna uzywaé jako tablic wielowymiarowych. Tablicg
wielowymiarows traktuje si¢ po prostu jako tablicg tablic, tzn. tablicg, ktdrej elementy tez sa
tablicami. Na przyklad:

int ai[4]; // tablica_jednowymiarowa
double ad[3][4]; // tablica dwuwymiarowa
char ac[3][4]1[5]; // tablica tréjwymiarowa
ai[l] = 7;

ad[2][3] = 7.2;

ac[2][3]1[4] = 'c';

Tablice tworzone t3 metoda maja wady i zalety tablic jednowymiarowych: ﬁ%
o Zalety:
e bezposrednie odwzorowanie w sprzet,
e wysoka wydajno$¢ w niskopoziomowych operacjach,
e bezposrednie wsparcie ze strony jezyka.
e Wady:
¢ Wielowymiarowe tablice w stylu jezyka C s3 tablicami tablic (zobacz nizej).

e Stale rozmiary (tzn. stale w czasie kompilagji); aby moéc okreSlaé¢ rozmiar w czasie
dzialania programu, nalezy uzy¢ pamigci wolnej.

e Nie mozna ich czysto przekazywaé — tablica przy najmniejszej prowokacji zamienia
si¢ we wskaznik do swojego pierwszego elementu.

e Brak sprawdzania zakresu — tablica nie zna swojego rozmiaru.

e Brak operagji tablicowych — nie ma nawet przypisania (kopiowania).

Whbudowane tablice sa powszechnie wykorzystywane w obliczeniach. Stanowia one tez po-
wazne zrodlo bledéw 1 komplikacji. Dla wigkszodci programistéw tworzenie 1 oczyszczanie ich
z blgdéw stanowi nie lada wyzwanie. Jesli musisz ich uzywaé, poszukaj dodatkowych informacji
(np. w ksiazce Jezyk C++). Niestety tablice wiclowymiarowe jezyka C++ s3 takie same jak C,
przez co istnieje mndstwo kodu, ktéry z nich korzysta.

Najgorsze jest to, ze nie mozna po prostu przekazaé tablicy wielowymiarowej, przez co A
trzeba ucieka¢ si¢ do wskaznikéw 1 obliczania lokalizacji w tych tablicach. Na przyktad:

void fl(int a[3][5]); // Przydatne tylko dla macierzy [3][5]
void f2(int [ 1[5], int diml); // Pierwszy wymiar moze by¢ zmienny
void f3(int [5][ ], int dim2); // Blad: drugi wymiar nie moze by¢ zmienny

void f4(int[ J[ 1, int diml, int dim2); // Blqd (i tak by nie zadziatato)
void f5(int* m, int diml, int dim2) // Dziwne, ale dziata
{
for (int i=0; i<diml; ++1)
for (int j = 0; j<dim2; ++j) m[i*dim2+j] = 0;
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Tutaj przekazujemy parametr m jako typ int*, mimo ze jest to tablica dwuwymiarowa. Dopdki
drugi wymiar musi by¢ zmienny (parametr), nie ma sposobu na poinformowanie kompilatora, ze
m jest tablica (diml,dim2), a wigc przekazujemy tylko wskaznik na poczatek obszaru przechowu-
jacej ja pamigci. Wyrazenie m[i*dim2+j] w rzeczywisto$ci oznacza m[i,j], ale poniewaz
kompilator nie wie, ze m jest tablica dwuwymiarowa, trzeba obliczy¢ polozenie elementu
m[i,j] w pamigci.

To jest zbyt skomplikowane, prymitywne i podatne na blgdy, jak na nasz gust. Ponadto
moze spowalniaé program, poniewaz bezposrednie obliczanie lokalizacji elementu kompli-
kuje optymalizacjg. Zamiast szarpa¢ si¢ z tym, opiszemy bibliotek¢ C+ +, ktéra jest pozba-
wiona tych wad wbudowanych tablic.

24.5. Biblioteka Matrix

Jakie podstawowe cechy powinna mie¢ tablica lub macierz przeznaczona do uzytku w obli-
czeniach?

e ,MJj kod powinien wygladaé bardzo podobnie do tekstu na temat tablic, ktéry czytam
w moich podrg¢cznikach do matematyki 1 inzynierii”.

¢ Albo o wektorach, macierzach, tensorach.
e Sprawdzanie w czasie kompilacji i dziatania programu.
e Tablice o dowolnej liczbie wymiaréw.
e Tablice z dowolng liczbg elementéw w wymiarze.
e Tablice s prawidlowymi zmiennymi lub obiektami.
e Mozna je przekazywaé.
e Typowe operacje tablicowe:
e Indeksowanie: ().
e Wyznaczanie wycinkéw: [].
e Przypisanie: =.
e Skalowanie (+=, -=, *=, %= itp.).
e taczone operacje wektorowe (np. res[i]=a[i]*c+b[2]).

e Tloczyn skalarny (res = suma wszystkich dziatan a[i]*b[i]; inna nazwa to iloczyn
wewngtrzny — inner_product).

e Zasadniczo przeksztalca konwencjonalna notacj¢ tablicowa lub wektorowa na kod,
ktdry trzeba by byto skrupulatnie napisaé samodzielnie (i dziata przynajmniej tak samo
szybko, jak ona).

e Mozna ja rozszerzaé w razie potrzeby (nie zastosowano w jej implementacji zadnej
»magii”).
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Wszystko to, 1 tylko to, oferuje biblioteka Matrix. Jesli potrzebujesz wigcej, np. zaawansowa-
nych funkgji tablicowych, macierzy rzadkich, kontroli nad ukladem pamigci itp., musisz po-
stara¢ si¢ o nie na wlasng r¢ke lub uzy¢ biblioteki, ktora lepiej odpowiada Twoim potrzebom.
Wiele tego rodzaju potrzeb mozna zaspokoié, budujac algorytmy i struktury danych na bazie
biblioteki Matrix. Biblioteka ta nie wchodzi w sktad biblioteki standardowej C++ ISO.
Mozna ja znaleZ¢é na mojej stronie internetowej w pliku o nazwie Matrix.h. Jej zawarto$§é
przyporzadkowano do przestrzeni nazw Numeric_1ib. ZdecydowaliSmy si¢ na nazweg Matrix,
poniewaz stowa vector i array s3 jeszcze bardziej naduzywane w bibliotekach C++. W imple-
mentacji biblioteki Matrix zostaly zastosowane zaawansowane techniki, ktérych nie bgdziemy
tu opisywac.

24.5.1. Wymiary i dostep

Rozwazmy prosty przyklad:

#include "Matrix.h"
using namespace Numeric_lib;

void f(int nl, int n2, int n3)
{

Matrix<double,1> adl(nl); // Elementy sq typu double; jeden wymiar

Matrix<int,1> ail(nl); // Elementy sq typu int; jeden wymiar

adl(7) = 0; // Indeksowanie za pomocq operatora ( ) — styl jezyka Fortran
adl[7] = 8; // Operator [ ] tez dziata — styl jezyka C

Matrix<double,2> ad2(nl,n2); // dwa wymiary
Matrix<double,3> ad3(nl,n2,n3); // trzy wymiary
ad2(3,4) = 7.5; // prawdziwe wielowymiarowe indeksowanie
ad3(3,4,5) = 9.2;
}

W definicji macierzy (obiektu klasy Matrix) nalezy okreslié typ elementdw oraz liczbg wy-
miaréw. Oczywiscie klasa Matrix jest szablonem, a wigc typ elementéw i liczba wymiaréw
s3 parametrami szablonu. Jesli szablonowi Matrix przekaze si¢ t¢ par¢ argumentéw (np.
Matrix<double,2>), powstaje typ (klasa), ktdrej obickty mozna tworzy¢ poprzez podanie ar-
gumentdw (np. Matrix<double,2> ad2(nl,n2)) okreslajacych wymiary. W zwiazku z tym ad2 to
dwuwymiarowa tablica o wymiarach nl i n2, inaczej méwiac, macierz nl na n2. Aby dostaé si¢
do elementu jednowymiarowej macierzy, nalezy zastosowaé pojedynczy indeks. Aby dostaé
si¢ do elementu dwuwymiarowe]j macierzy, nalezy zastosowaé dwa indeksy itd.

Podobnie jak w tablicach wbudowanych i wektorach, w macierzach numerowanie in-
dekséw zaczyna si¢ od zera (a nie 1 jak np. w jgzyku Fortran). Innymi slowy elementy obicktu
klasy Matrix sa ponumerowane liczbami z przedzialu [0,maks), gdzie maks oznacza liczbg
elementéw.

Jest to proste 1 fatwe do zrozumienia zagadnienie. Je$li jednak masz z nim problemy, zaj-
rzyj do odpowiedniego podrgcznika matematyki zamiast podrgecznika do programowania.
Jedyna ,sprytna sztuczka” polega na tym, ze mozna nie okreslaé liczby wymiar6éw macierzy
— domySlnie tworzona jest macierz jednowymiarowa. Nalezy réwniez zauwazy¢, ze do in-
deksowania mozna uzywac operatoréw [] (styl jezykdw C 1 C++) lub () (styl jezyka Fortran).

2
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Dzigki dostgpnosci obu rodzajéw indeksowania mamy ulatwione postugiwanie si¢ tablicami
wielowymiarowymi. Notacja [x] zawsze pobiera jeden indeks i zwraca odpowiedni wiersz
macierzy. Jesli a jest n-wymiarowa macierza, a[x] jest n—1-wymiarows macierza. Notacja
(x,y,z) pobiera jeden lub wigcej indeksdéw i zwraca odpowiedni element macierzy. Liczba
indekséw musi odpowiadaé liczbie wymiaréw w macierzy.

Zobaczmy, co si¢ dzieje, gdy zrobimy biad:

void f(int nl, int n2, int n3)
{

Matrix<int,0> ai0; // Blqd: nie ma macierzy O-wymiarowych

Matrix<double,1> adl(5);
Matrix<int,1> ai(5);
Matrix<double,1> adl1(7);

adl(7) = 0; /] Wyjatek Matrix_error (7 jest poza zakresem)
adl = ai; // Blqd: rozne typy elementow
adl = adll; /] Wyjatek Matrix_error (rdzne wymiary)

Matrix<double,2> ad2(nl); // Blad: nie podano rozmiaru drugiego wymiaru
ad2(3) = 7.5; // Blad: nieprawidtowa liczba indekséw
ad2(1,2,3) = 7.5; // Blad: nieprawidtowa liczba indekséw

Matrix<double,3> ad3(nl,n2,n3);

Matrix<double,3> ad33(nl,n2,n3);
ad3 = ad33; // Dobrze: ten sam typ elementéw, taka sama liczba wymiardw

}

Niezgodnosci migdzy zadeklarowana a uzywana liczba wymiaréw sa wylapywane w czasie
kompilagji. Bledy zakresu zostaja wylapane w czasie dzialania 1 powoduja zgloszenie wyjatku

Matrix_error.

Pierwszy wymiar to wiersz, a drugi kolumna, a wigc dwuwymiarowe macierze (dwuwymia-

ﬁé rowe tablice) indeksuje si¢ parami (wiersz,kolumna). Mozna tez uzyé notagji [wiersz][kolumna],

poniewaz indeksowanie macierzy dwuwymiarowej jednym indeksem daje jednowymiarowsa
macierz b¢daca wierszem. Mozna to zilustrowaé graficznie w nast¢pujacy sposob:

a[1][2]

afol: [00] 0102 }63] 302
a1l [10] 11 [ 127173
a2l [20]21]22]23

Ta macierz zostanie w pamigci zapisana w kolejnosci ,,najpierw wiersz”:

looo1[02]03]10]11]12]13]20]21|22]23]

Macierz ,zna” swoje wymiary, dzigki czemu mozna bardzo fatwo odwolywacé si¢ do ele-
mentéw macierzy przekazywanych jako argumenty:
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void init(Matrix<int,2>& a) // Inigjalizacja kazdego elementu charakterystyczng wartosciq

{
for (int i=0; i<a.diml(); ++i)
for (int j = 0; j<a.dim2(); ++j)
a(i,j) = 10%i+j;
}

void print(const Matrix<int,2>& a) // Drukuje elementy wiersz po wierszu

{
for (int i=0; i<a.diml(); ++i) {
for (int j = 0; j<a.dim2(); ++j)
cout << a(i,j) <<'\t';
cout << '\n';

}

Zatem diml() okresla liczbg elementdéw w pierwszym wymiarze, dim2() liczbg elementdéw
w drugim wymiarze itd. Typ elementéw i liczba wymiaréw s3 cz¢$ciami typu Matrix, przez
co nie mozna napisa funkeji przyjmujacej jako argument dowolny obickt typu Matrix (ale
mozna napisaé taki szablon):

void init(Matrix& a); // Blad: brakuje typu elementéw i liczby wymiaréw

Nalezy zauwazy¢, ze biblioteka Matrix nie udostgpnia operacji na macierzach, jak dodawanie
dwodch macierzy czterowymiarowych lub mnozenie macierzy dwuwymiarowej przez jedno-
wymiarows. Eleganckie 1 wydajne funkgje tego typu sa obecnie poza zakresem tej biblioteki.
Na bazie biblioteki Matrix mozna zbudowa¢ rozmaite inne biblioteki macierzy (zobacz 12.
zadanie pracy domowej).

24.5.2. Macierze jednowymiarowe

Co mozna zrobi¢ z najprostsza macierza, czyli jednowymiarowa?

Mozna pominaé deklaracj¢ liczby wymiardw, poniewaz jeden wymiar jest tworzony
domyélnie:

Matrix<int,1> al(8); //al jest jednowymiarowq macierzq liczb typu int

Matrix<int> a(8); // Oznacza Matrix<int, 1> a(8);

Macierze a i al sg tego samego typu (Matrix<int,1>). Mozna sprawdziC ich rozmiary

(liczbe elementdow) oraz wymiary (liczbe elementdw w wymiarze). W macierzy
jednowymiarowej wartosSci te sg takie same.

a.size(); // Liczba elementéw w macierzy
a.diml(); // Liczba elementéw w pierwszym wymiarze
Mozna sprawdzaé elementy zgodnie z ich ulozeniem w pamigci, tzn. za pomoca wskaznika

na pierwszy element:

int* p = a.data(); // Wydobywa dane jako wskaznik na tablice
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Jest to przydatne przy przekazywaniu danych macierzy do funkgji w stylu jezyka C, ktére po-
bieraja argumenty bgdace wskaznikami. Indeksowanie:

a(i);  //i-ty element (styl jezyka Fortran), ale sprawdzany jest zakres
alils  //i-ty element (styl jezyka C), ze sprawdzaniem zakresu
a(1,2); // Blqd: ajest macierzq jednowymiarowq

Algorytmy czgsto odwoluja si¢ tylko do okreSlonej czgSci macierzy. Taka cz¢$¢ nazywa si¢ wy-
cinkiem (s1ice()) — podmacierz lub przedzial elementdéw — 1 wystgpuje w dwdch wersjach:

a.slice(i);  // Elementy od elementu afi] do kofica
a.slice(i,n); // nelementdw od afi] do afi-+n—1]

Indekséw 1 wycinkéw mozna uzywaé zaréwno po lewej, jak i prawej stronie przypisania.
Odwoluja si¢ do elementéw swoich macierzy, nie wykonujac ich kopii. Na przyktad:

a.slice(4,4) = a.slice(0,4); // Przypisuje pierwszq polowe a do jej drugiej potowy

Jesli np. a ma na poczatku nastgpujace elementy:

{12345678}
wynik begdzie nastgpujacy:
{12341234}

Nalezy zauwazyé, ze najczg¢sciej uzywa si¢ jako wycinkdw ,,poczatkowych 1 koncowych elemen-
tow” macierzy. Tzn. a.slice(0,j) okresla przedzial [0,§), a a.slice(]) przedzial [j,a.size()).
Powyzszy przyktad mozna z tatwoscia napisa¢ tak:

a.slice(4) = a.slice(0,4); // Przypisuje pierwszq potowe do drugiej

Oznacza to, ze notacja faworyzuje cz¢sto wystgpujace przypadki. Mozna wpisaé takie warto-
Sciiin, ze a.slice(i,n) znajdzie si¢ poza przedzialem a. Jednak powstala w wyniku tego
cz¢$¢ bedzie odwolywac si¢ tylko do elementéw, ktore rzeczywiscie znajduja si¢ w a. Na przy-
klad a.slice(i,a.size()) odwoluje si¢ do przedzialu [i,a.size()), a a.slice(a.size())
1a.slice(i,0) to puste macierze. Konwencja ta jest bardzo przydatna w wielu algorytmach.
Pozyczyliémy ja z matematyki. Oczywiscie a.slice(i,0) jest pusta macierza. Nie napisalibySmy
tego celowo, ale niektére algorytmy sa prostsze, jesli a.slice(i,n), gdzie n ma warto$¢ 0, jest
pusta macierza (a nie blgdem, ktérego trzeba unikaé).

Dostegpne sa typowe (dla obiektéw C+ +) operacje kopiowania kopiujace wszystkie elementy:

Matrix<int> a2 = a; // inigalizowanie kopiujqce
a = az; // przypisanie kopiujqce
Na rzecz kazdego elementu macierzy mozna stosowaé wbudowane operacje:

a *= 7; // Skalowanie: a[i]*=7 dla kazdego i (takze +=, —=, /=, itp.)
a =73 //a[i]=7 dla kazdego i
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Jest to dozwolone dla kazdego przypisania 1 kazdego zlozonego operatora przypisania (=, +=, —=,
/=, *=, %=, "=, &=, |=, >>=, <<=), pod warunkiem ze operator ten jest obslugiwany przez dany
typ elementdéw. Na rzecz kazdego elementu macierzy mozna takze wywola¢ funkgjg:

a.apply(f)s  //afi]=f(afi]) dla kazdego elementu afi]
a.apply(f,7)s //afi]=f(a[i],7) dla kaZdego elementu afi]

ZYozone operatory przypisania i funkcja apply () modyfikuja elementy macierzy, przekazanej
im jako argument. Aby zamiast modyfikowaé, utworzy¢ nowa macierz, mozna napisa¢ tak:

b = apply(abs,a); // Tworzy nowq macierz, w ktdrej b(i)==abs(a(i))

Uzyta w tym kodzie funkcja abs to funkcja warto$ci bezwzglednej z biblioteki standardowej
(podrozdzial 24.8). Zasadniczo zapis apply(f,x) ma si¢ do x.apply(f) analogicznie jak + do +=.
Na przyklad:

b = a*7; /1 b[i] = a[i]*7 dla kazdego i
a *=7; // afi] = a[i]*7 dla kazdego i
y = apply(f,x)s // y[i] =f(x[i]) dla kaidego i
x.apply(f); /) x[i] = fix[i]) dla kazdego i

Otrzymujemy a==b 1 x==y.

W jezyku Fortran to drugie apply nazywa si¢ funkgcja ,rozgloszeniowa” (ang. broadcast function)
1 zazwyczaj zapisuje si¢ to jako f(x), a nie apply(f,x). Aby udostgpnié to wszystkim funkcjom f
(a nie tylko kilku wybranym, jak w jezyku Fortran), musimy t¢ operacj¢ ,rozglaszania” jako$
nazwaé — uzyjemy nazwy apply.

Ponadto, aby uzupeini¢ dwuargumentows wersj¢ sktadowej apply, a.apply(f,x),
dostarczamy:

b = apply(f,a,x)s //b[i]=f(a[i],x) dla kazdego i

Na przyktad:

double scale(double d, double s) { return d*s; }
b = apply(scale,a,7); //b[i] = a[i]*7 dla kaZdego i

Nalezy zauwazy¢, ze ,wolnostojaca” funkcja apply() pobiera funkgje, ktéra wytwarza wynik ze
swojego argumentu. Nastepnie apply() wykorzystuje te wyniki do zainicjowania powstalej ma-
cierzy. Zwykle nie modyfikuje macierzy, na rzecz ktérej zostanie zastosowana. Skladowa ap-
ply() rézni si¢ tym, ze pobiera funkgje, ktéra modyfikuje swoje argumenty, tzn. modyfikuje
elementy macierzy, na rzecz ktdrej zostanie zastosowana. Na przyktad:

void scale in_place(double& d, double s) { d *= s; }

b.apply(scale_in _place,7); //b[i] *= 7 dla kazdego i
Dodatkowo udostgpniamy kilka najbardziej przydatnych funkeji z tradycyjnych bibliotek
obliczeniowych:

Matrix<int> a3 = scale_and add(a,8,a2); // Dodawanie i mnoZenie w jednej operacji
int r = dot_product(a3,a) ; // iloczyn skalarny
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Funkgcj¢ scale_and_add() czgsto nazywa si¢ funkcja FMA (ang. fused multiply-add — jedno-
czesne mnozenie i dodawanie). Jej definicja to result(i)=argl(i)*arg2+arg3(i) dla kazdego
i w macierzy. Iloczyn skalarny jest tez czasami nazywany iloczynem wewngtrznym i zostal
opisany w punkcie 21.5.3. Jego definigja to result+=argl(i)*arg2(i) dla kazdego i w macierzy,
gdzie result ma poczatkowo wartos¢ 0.

Tablic jednowymiarowych uzywa si¢ bardzo czgsto. Moga by¢ reprezentowane jako tablice
wbudowane, wektory lub obiekty typu Matrix. Ostatnia z wymienionych opcji wykorzystuje
si¢, gdy potrzebne s3 operacje na macierzach, jak *=, lub je$li macierz ma w jaki§ sposdb wspodt-
pracowa¢ z macierzami o wigkszej liczbie wymiaréw.

Uzyteczno$é tego rodzaju biblioteki mozna wyjasni¢ stowami: ,lepiej odpowiada konwen-
¢jom matematycznym” lub ,pozwala uniknaé pisania pgtli, aby wykonaé operacje na wszyst-
kich elementach”. W kazdym razie kod napisany przy ich uzyciu jest duzo krétszy i programista
ma mniej okazji do popelnienia bigdu przy jego pisaniu. Operacje klasy Matrix — takie jak
kopiowanie, przypisanie do wszystkich elementéw 1 operacje na wszystkich elementach —
pozwalaja uniknaé pisania i czytania p¢tli (oraz zachodzenia w gltowe, czy napisana petla robi
dokladnie to, co powinna).

Klasa Matrix udostepnia dwa konstruktory do kopiowania danych z wbudowanej tablicy
do macierzy. Na przyklad:

void some_function(double* p, int n)

{
double val[] = { 1.2, 2.3, 3.4, 4.5 };
Matrix<double> data(p,n);
Matrix<double> constants(val);
/...

}

To si¢ czgsto przydaje, gdy dostarczane sa dane w tablicach lub wektorach z cz¢$ci programu,
w ktérych nie wykorzystywane sa macierze.

Nalezy zauwazy¢, ze kompilator moze wydedukowa¢ liczbg elementéw zainicjowanej tablicy,
dzicki czemu nie trzeba jej podawaé w definicji constants — wynosi 4. Z drugiej strony kom-
pilator nie zna liczby elementdw, jesli otrzyma tylko wskaznik, a wige dla data trzeba podaé
zaréwno wskaznik (p), jak 1 liczbg elementéw (n).

24.5.3. Macierze dwuwymiarowe

Ogodlnie w bibliotece Matrix przyjeto, ze macierze o réznych liczbach wymiaréw sa w istocie
bardzo podobne do siebie, poza wyjatkami dotyczacymi liczby wymiaréw. Dzigki temu
wigkszos¢ tego, co napisaliSmy o macierzach jednowymiarowych, ma zastosowanie takze do
macierzy dwuwymiarowych:

Matrix<int,2> a(3,4);

int s = a.size(); //liczba elementow

int dl = a.diml(); // liczba elementdw w wierszu

int d2 = a.dim2(); // liczba elementéw w kolumnie

int* p = a.data(); // Wyodrebnia dane jako wskaznik do tablicy w stylu jezyka C
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Mozna sprawdzi¢ sumg wszystkich elementdw, jak réwniez liczbe elementéw w kazdym wy-
miarze. Mozna uzyskaé wskazniki do elementéw zgodnie z ich rozlozeniem w pamigci.
Mozna stosowaé nast¢pujace rodzaje indeksowania:

a(i,i)s // (ij)-ty element (styl jezyka Fortran), ale ze sprawdzaniem zakresu
alils /] i-ty wiersz (styl jezyka C), ze sprawdzaniem zakresu
alillils // (ij)-ty element (styl jezyka C)

Indeks [i] w macierzy dwuwymiarowej zwraca macierz jednowymiarows bedaca i-tym wier-
szem tej macierzy. Oznacza to, ze mozna wyodrebniaé wiersze 1 przekazywaé je do opera-
¢ji 1 funkgeji, ktére wymagaja macierzy jednowymiarowych lub nawet tworzy¢ tablice wbu-
dowane (a[i].data()). Nalezy zauwazy¢, ze indeksowanie typu a(i,j) moze by¢ szybsze od
a[i1[J], chociaz duzo zalezy od kompilatora i programu optymalizujacego.

Matrix<int,2> a(3,4)

' a2

Mozna pobieraé wycinki:

a.slice(i);  //wiersze od elementu afi] do ostatniego
a.slice(i,n); // wiersze od elementu afi] do afi+n—1]

a.slice(0,2)
\

Matrix<int,2> a(3,4)

™~ a[2].slice(2)

Nalezy zauwazyé, ze wycinek macierzy dwuwymiarowej sam tez jest macierza dwuwymiarowsa

(prawdopodobnie z mniejsza liczba wierszy).
Operacje sa takie same jak dla macierzy jednowymiarowych. Nie jest dla nich wazny
uktad elementdw, poniewaz dotycza wszystkich elementéw w takiej kolejnosci, w jakiej sa

roztozone:

Matrix<int,2> a2 = a; //inigalizowanie kopiujqgce

a = az; // przypisanie kopiujace

a *=7; // skalowanie (takze +=, —=, /= itp.)
a.apply(f); // a(if)=f(a(i,j)) dla kazdego elementu a(i,j)
a.apply(f,7); /] a(ij)=f(a(i,j),7) dla kazdego elementu a(i,j)
b=apply(f,a); /] Tworzy nowq macierz, w ktdrej b(i,j) ==f(a(i,j))

b=apply(f,a,7); /] Tworzy nowq macierz, w ktdrej b(i,j)==f(a(iy),7)
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Okazalo sig, ze czgsto przydaje si¢ mozliwo$¢ zamiany wierszy miejscami, a wigc udostgpni-
lismy t¢ operacjg:

a.swap_rows(1,2); // Zamienia wiersze — a[1] <—> a[2]

Nie ma funkeji swap_columns (). Jesli takiej potrzebujesz, musisz ja napisa¢ samodzielnie (11.
zadanie pracy domowej). Z powodu ukfadu typu ,wiersz pierwszy” wiersze i kolumny nie s3
w pelni symetrycznymi jednostkami. Asymetria ta przejawia si¢ takze w tym, ze [i] zwraca
wiersz (i nie ma operatora wyboru kolumny). W (i,j) pierwszy indeks, i, wybiera wiersz.
Asymetria ta odzwierciedla tez glgbokie wlasno$ci matematyczne.

Wydaje sig, ze liczba ,rzeczy”, ktdre moga byé dwuwymiarowe, jest nieskoniczona. Poni-
zej przedstawiamy oczywistego kandydata do zastosowania dwuwymiarowej macierzy:

enum Piece { none, pawn, knight, queen, king, bishop, rook };
Matrix<Piece,2> board(8,8); //szachownica

const int white start row = 0;
const int black start row = 7;

Matrix<Piece> start row = {rook, knight, bishop, queen, king, bishop, knight, rook};
Matrix<Piece> clear_row(8) ;  // 8 elementow o domysinej wartosci

W inicjalizacji macierzy clear_row zostal wykorzystany fakt, ze none==0 oraz ze elementy sa
domySlnie inicjalizowane warto$cia 0. Macierzy start_row i clear_row mozna uzy¢ nastgpujaco:

board[white start row] = start row; // Resetuje biate figury
for (int i = 1; i<7; ++i) board[i] = clear_row; // Czysi srodek planszy
board[black start row] = start_row; // Resetuje czarne figury

Nalezy zauwazy¢, ze gdy wyodrgbniamy wiersz za pomoca [1], uzyskujemy l-warto$¢ (pod-
rozdziat 4.3). To znaczy, mozemy przypisywaé do wyniku board[i].

24.5.4. WejScie i wyjScie macierzy
W bibliotece Matrix dostgpne s bardzo proste narz¢dzia wejscia 1 wyjscia dla macierzy jedno-
1 dwuwymiarowych:

Matrix<double> a(4);
cin >> a;
cout << a;

Powyzszy kod wezyta cztery oddzielane spacjami liczby typu double, ktdre musza znajdowaé
si¢ w klamrach, np.:

{1.23.45.67.8}

Wynik na wyjsciu jest bardzo podobny, dzigki czemu mozna wezytaé, co si¢ wydrukowato.
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Operacje wejScia 1 wyjécia macierzy dwuwymiarowych wezytuja 1 drukuja zamknigte
w klamrach sekwencje macierzy jednowymiarowych. Na przyklad:

Matrix<int,2> m(2,2);

cin >> m;

cout << m;

Ten kod wczyta nastgpujace dane:

—— — o~
w
= N
—

Wynik operacji wyjSciowej bgdzie bardzo podobny.

Operatory << 1 >> macierzy maja przede wszystkim za zadanie ulatwié pisanie prostych
programéw. W bardziej zaawansowanych programach najczgsciej trzeba je zastapi¢ wlasnymi.
W zwiazku z tym operatory te zostaly umieszczone w nagtéwku MatrixI0.h (a nie Matrix.h),
aby mozna bylo ich nie dolaczaé przy korzystaniu z macierzy.

24.5.5. Macierze tr6jwymiarowe

Zasadniczo macierz trojwymiarowa (1 wyzszego rzedu) jest bardzo podobna do macierzy dwu-
wymiarowej, tylko ma wigcej wymiaréw. Rozwazmy:

Matrix<int,3> a(10,20,30);

a.size(); // liczba elementow

a.diml(); // liczba elementéw w wymiarze 1

a.dim2(); // liczba elementéw w wymiarze 2

a.dim3(); // liczba elementdw w wymiarze 3

int* p = a.data(); // wydobywa dane jako wskaznik do tablicy w stylu jezyka C
a(i,i.k)s // (i,j,k)-ty element (styl jezyka Fortran), ale ze sprawdzaniem zakresu
ali]; /] i-ty wiersz (styl jezyka C), ze sprawdzaniem zakresu
ali][31[k]; // (ij,k)-ty element (styl jezyka C)

a.slice(i); // wiersze od i-tego do ostatniego

a.slice(i,j); // wiersze od i-tego do j-tego

Matrix<int,3> a2 = a; // inigalizowanie kopiujqce

a = az; // przypisanie kopiujace

a *=7; // skalowanie (oraz +=, —=, /= itd.)

a.apply(f); // a(ij,k)=f(a(i,j,k)) dla kaZdego elementu a(i,j,k)
a.apply(f,7); /] a(ij,k)=f(a(i,j,k),7) dla kazdego elementu a(i,j,k)
b=apply(f,a); // tworzy nowq macierz, w kidrej b(i,j,k) ==f(a(ij,k))
b=apply(f,a,7); // tworzy nowq macierz, w ktdrej b(ij,k)==f(a(ij,k),7)
a.swap_rows(7,9); // zamienia wiersze a[ 7] <—> a[9]

Jesli rozumiesz macierze dwuwymiarowe, to zrozumiesz tez 1 trojwymiarowe. Na przyklad
w tym przypadku a jest macierza tréjwymiarowa, a[i] dwuwymiarowa (pod warunkiem ze i
miesci si¢ w zakresie), a[1] [j] jednowymiarowa (pod warunkiem ze j miesci si¢ w zakresie),
aal[i][J]1[k] jest elementem typu int (pod warunkiem ze k miesci si¢ w zakresie).
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Zwykle $wiat postrzegamy w trzech wymiarach, co oczywicie podsuwa wiele pomystow
na wykorzystanie macierzy tréjwymiarowych w modelowaniu (np. symulacje fizyczne przy
uzyciu kartezjanskiego uktadu wspdtrzgdnych):

int grid_nx; // rozdzielczost siatki; ustawiana na poczqtku

int grid_ny;

int grid_nz;

Matrix<double,3> cube(grid nx, grid ny, grid nz);

Jesli dodamy czas jako czwarty wymiar, uzyskamy przestrzen czterowymiarowa, do przed-
stawienia ktorej bedzie potrzebna nam macierz czterowymiarowa. I tak dale;j.

Bardziej zaawansowang wersj¢ typu Matrix, obstugujaca ogblne macierze N-wymiarowe,
opisatem w rozdziale 29. ksiazki Jezyk C+ +. Kompendium wiedzy.

24.6. Przyktad — rozwigzywanie réwnan liniowych

Kod obliczent komputerowych jest sensowny tylko dla tych, ktorzy rozumieja wyrazone w nim
pojecia matematyczne. Pozostalym osobom najczgsciej wydaje si¢ bzdurny. Przedstawiony w tym
podrozdziale przyklad powinien byé banalny dla 0séb znajacych podstawy algebry liniowej.
Jesli ich nie znasz, potraktuj to jako przyklad transkrypcji rozwiazania opisanego w tekscie
ksigzki na kod z minimalna korzyscia.

Wybrali$my wzglednie realistyczny i wazny sposdb wykorzystania macierzy do zademon-
strowania. Bedziemy rozwiazywad uktady réwnan liniowych o nastgpujacej postaci:

a, X, +-+a, X = b,

a x+--+a x=b
n1 1 nn n n

W tym zapisie litery x oznaczaja n-te niewiadome, natomiast a i b sa znanymi stalymi. Dla
uproszczenia przyjmujemy zalozenie, ze stale te sa warto$ciami zmiennoprzecinkowymi.

Naszym celem jest znalez¢é takie warto$ci niewiadomych, ktére jednocze$nie rozwiazuja
n réwnan. Réwnania te mozna zwi¢zle przedstawi¢ w postaci macierzy i dwoch wektoréwr:

Ax=0b
Tutaj A jest kwadratowa macierza o wymiarach n na n zdefiniowana przez wspétczynniki:

a1,1 e a1,n

a e a

n1 nn

Wektory x 1 b zawieraja odpowiednio niewiadome 1 state:
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Uklad ten moze mie¢ zero, jedno lub nieskoriczong liczbg rozwiazan w zaleznosci od wspdl-
czynnikdw macierzy A i wektora b. Uklady réwnan liniowych mozna rozwigzywaé na wiele
sposobéw. My zastosujemy klasyczng technike zwang metoda eliminacji Gaussa (zobacz Freeman
1 Philips, Parallel Numerical Algorithms, Stewart, Matrix Algorithms, Volume I oraz Wood, Intro-
duction to Numerical Analysis). Najpierw dokonamy transformacji A 1 b, aby zamienié A na macierz
goérnotrojkatna, czyli taka, w ktdrej wszystkie wspotczynniki znajdujace si¢ pod przekatna sa
réwne zero. Innymi stowy, sprowadzimy uklad do nastgpujacej postaci:

a1,1 a'l,n X1 b1
0 o i = |
0 0 a ||x, b,

Latwo to zrobié. Zero w elemencie a(i,j) uzyskuje si¢ poprzez pomnozenie réwnania wiersza
i przez stala, tak aby element ten byl réwny innemu elementowi w kolumnie j, np. a(k,j).
Nast¢pnie nalezy odjaé od siebie te dwa réwnania, w wyniku czego a(ij) == 0, a pozostale
warto$ci w wierszu § zmienig warto$ci w odpowiedni sposéb.

Jesli da si¢ sprawié, aby wszystkie wspolczynniki na przekatnej byly rézne od zera, uklad
ma unikatowe rozwiazanie, ktdére mozna znalez¢ metoda podstawiania wstecz. Ostatnie réw-
nanie tatwo rozwiazaé:

Oczywiscie x[n] to b[n]/a(n,n). Nastgpnie usufh wiersz n z ukladu i przejdz do szukania warto-
Scix[n-1] itd., az do obliczenia warto$ci x[1].

Dla kazdego n dzielimy przez a(n,n), aby wartoSci na przekatnej byly rézne od zera. Jesli
tak si¢ nie stanie, metoda podstawiania wstecz nie powiodla si¢, co oznacza, ze uktad ma zero
lub nieskonczong liczbe rozwiazan.

24.6.1. Klasyczna eliminacja Gaussa

Spdjrzmy teraz na odpowiadajacy temu kod w jezyku C++. Najpierw upro$cimy sobie no-
tacj¢, nadajac konwencjonalne nazwy dwém rodzajom macierzy, ktérych bedziemy uzywacé:

typedef Numeric_lib::Matrix<double, 2> Matrix;
typedef Numeric_lib::Matrix<double, 1> Vector;

Naste¢pnie zapiszemy w postaci kodu obliczenia:

Vector classical_gaussian_elimination(Matrix A, Vector b)

{

classical_elimination(A, b);
return back substitution(A, b);

}

WykonaliSmy kopie naszych danych wejsciowych A i b (przy uzyciu wywolania przez wartos¢),
wywolalismy funkcj¢ rozwiazujaca uklad, a na konicu obliczyliSmy wynik do zwrdcenia przez
podstawianie wstecz. Najwazniejsze, ze nasz podzial problemu i notacja, za pomoca ktérej
wyraziliSmy rozwiazanie, sa wzigte bezposrednio z tekstu ksiazki. Aby dokoniczy¢ zadanie,
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musimy zaimplementowaé funkcje classical elimination() 1iback substitution(). Znowu
rozwiazanie jest w ksigzce:

void classical _elimination(Matrix& A, Vector& b)

{

const Index n = A.diml();

// Przechodzi od pierwszej kolumny do przedostatniej
// i nadaje wartos¢ 0 wszystkim elementom pod przekqtng:
for (Index j = 0; j<n-1; ++j) {

const double pivot = A(j, j);

if (pivot == 0) throw Elim failure(j);

// Nadaje wartos¢ 0 kazdemu elementowi znajdujqcemu si¢ pod przekqtng i-tego wiersza:

for (Index i = j+1; i<n; ++i) {
const double mult = A(i, j) / pivot;
A[i].s1ice(j) = scale _and add(A[j].sTice(j), —-mult, A[i].slice(j));
b(i) —= mult * b(j); // Odpowiednio zmienia b

}

Element pivot to lezacy na przekatnej element wiersza, ktérym si¢ w danej chwili zajmujemy.
Musi mieé warto$¢ rdzna od zera, poniewaz bedziemy przez niego dzielié. Jesli ma warto$¢ zero,
poddajemy si¢ 1 zglaszamy wyjatek:

Vector back substitution(const Matrix& A, const Vector& b)

{

const Index n = A.diml();
Vector x(n);

n-1; i > 0; —i) {
b(i)—dot product(A[i].slice(i+1),x.slice(i+l));

for (Index i
double s

if (double m = A(i, i))
x(i) =s / m;
else
throw Back subst failure(i);

}

return x;

}

24.6.2. Wybo6r elementu centralnego

Mozemy uniknaé problemu dzielenia przez zero i przy okazji uzyskaé solidniejsze rozwiaza-
nie poprzez takie posortowanie wierszy, aby zera 1 mate wartosci trzymac¢ z dala od przekatne;.
Piszac ,solidniejsze”, mamy na mysli mniej podatne na bi¢dy zaokraglania. Jednak wartosci
zmieniaja si¢ caly czas, gdy umieszczamy zera pod przekatna, przez co musimy zmieniaé kolej-
nos¢ wierszy takze w czasie pracy (tzn. nie mozemy po prostu zmieni¢ kolejnosci i zastosowaé
klasycznego algorytmu):
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void elim with_partial pivot(Matrix& A, Vector& b)
{

const Index n = A.diml();

for (Index j = 0; j < n; ++j) {
Index pivot_row = j;

// Szuka odpowiedniego punktu centralnego (pivot):
for (Index k = j + 1; k < n; ++k)
if (abs(A(k, j)) > abs(A(pivot_row, j))) pivot_row = k;

/] Zamienia wiersze miejscami, jesli znajdzie lepszy punkt centralny:
if (pivot_row != j) {

A.swap_rows(j, pivot row);

std::swap(b(j), b(pivot_row));
}

// Eliminacja:
for (Index i = j + 1; i < n; ++i) {
const double pivot = A(j, j);
if (pivot==0) error("Nie da sie rozwiazaC: pivot==0");
const double mult = A(i, j)/pivot;
A[i].slice(j) = scale _and add(A[j].sTice(j), —-mult, A[i].slice(j));
b(i) —= mult * b(j);

}

Uzylismy funkcji swap_rows() i scale_and_add(), aby kod byl bardziej konwencjonalny i aby
uniknad pisania pgtli.

24.6.3. Testowanie

Oczywiscie musimy przetestowaé nasz kod. Na szczgScie istnieje na to prosty sposob:

void solve random system(Index n)

{
Matrix A = random matrix(n); // Zobacz podrozdziat 24.7
Vector b = random vector(n);

cout << "A = " << A << "\n';
cout << "b = " << b << '\n';
try {
Vector x = classical_gaussian_elimination(A, b);
cout << "Rozwigzaniem klasycznej eliminacji jest x = " << x << '\n';
Vector v = A * x;
cout << " A * x =" <<y << '\n';

}

catch(const exception& e) {
cerr << e.what() << '\n';

}



te
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Do klauzuli catch mozemy doj$¢ na trzy sposoby:

e Z powodu blgdu w kodzie (ale poniewaz jesteSmy optymistami, nie wydaje nam sig,
zeby jakie$ tam byly).

e Z powodu danych wejsciowych, ktére potrafia omina¢ klasyczna eliminacje (w wielu
przypadkach lepiej byloby uzy¢ elim with_partial pivot()).

e Z powodu blgdéw zaokraglania.

Nasz test nie jest jednak tak realistyczny, jakbySmy chcieli, poniewaz realne losowe macierze
rzadko sprawiaja problemy klasycznej eliminacji.

Aby zweryfikowaé nasze rozwigzanie, drukujemy A*x, czego wynik powinien byé réwny b
(lub by¢ mu bardzo bliski w naszym przypadku, poniewaz bierzemy pod uwagg bledy zaokragla-
nia). Mozliwo$¢ wystapienia blgdéw zaokraglania spowodowala, ze nie napisaliSmy po prostu:

if (A*x!=b) error("Podstawianie nie powiodto sie.");

Poniewaz liczby zmiennoprzecinkowe sa tylko przyblizeniem wartosci liczb rzeczywistych,
musimy zaakceptowaé przyblizone poprawne warto$ci. Ogdlnie najlepiej unikaé¢ uzywania
operator6w == 1 != na rzecz wynikéw obliczenr przy uzyciu liczb zmiennoprzecinkowych —
liczba zmiennoprzecinkowa jest z zasady przyblizeniem.

W bibliotece Matrix nie ma operacji mnozenia macierzy przez wektor, a wigc musieliSmy ja
napisa¢ samodzielnie:

Vector operator*(const Matrix& m, const Vector& u)

{
const Index n = m.diml();
Vector v(n);
for (Index i = 0; i < ny ++i) v(i) = dot_product(m[i], u);
return v;

}

Znowu prosta operacja macierzowa wykonata za nas wigkszo$¢ pracy. Operacje wyjsciowe,
ktérych uzylismy, pochodza z nagléwka MatrixI0.h — ich opis znajduje si¢ w punkcie 24.5.4.
Funkcje random matrix() i random_vector() to proste przyktady uzycia liczb losowych (pod-
rozdzial 24.7) — ich implementacj¢ pozostawiamy jako prac¢ domowa. Index to alias typu
(punkt A.15) typu indeksu uzywanego przez bibliotekg Matrix. Wnieslismy go do naszego za-
si¢gu za pomoca deklaracji using.

using Numeric_lib::Index;

24.7. Liczby losowe

Jesli spyta sig kogos o podanie dowolnej liczby, wigkszo$é odpowiada 7 lub 17, a wigc ustalono,
ze s3 to ,najbardziej losowe” ze wszystkich liczb. W zasadzie nikt nie podaje liczby 0. Jest ona
tak tadnie zaokraglona, ze nikomu nie wydaje sig, aby byla losowa, dlatego zero mozna uwazaé
za ,najmniej losowy liczb¢”. Z matematycznego punktu widzenia wszystkie te rozwazania to
kompletne bzdury. Losowo$¢ nie odnosi si¢ do zadnej konkretnej liczby. To, co zazwyczaj
jest potrzebne i nazywa si¢ liczbami losowymi, to szereg liczb, w ktérym nie da si¢ tatwo
przewidzieé nastgpnego elementu, znajac poprzedni.
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Tego rodzaju liczb najczgsciej uzywa si¢ w testowaniu (stanowia jeden ze sposobdw na wy-
generowanie duzej liczby przypadkéw testowych), grach (jeden ze sposobéw na zapewnienie, ze
kolejne uruchomienie gry bedzie si¢ réznito od poprzedniego) oraz symulacjach (mozna sprawid,
aby symulowana jednostka zachowywala si¢ w ,,Josowy” sposéb w granicach swoich parametréw).

Bedac praktycznym narzgdziem i matematycznym problemem, sztuczne liczby losowe
musza by¢ bardzo zaawansowane, aby byly réwnie uzyteczne jak realne liczby losowe. W tym
podrozdziale opiszemy tylko podstawowe wiadomosci, ktdre wystarcza do przeprowadzenia
prostych testéw 1 symulacji. W nagtéwku <random> biblioteki standardowej znajduje si¢ ze-
staw zaawansowanych narz¢dzi do generowania liczb losowych dla réznych rozktadéw ma-
tematycznych. Narzg¢dzia te s3 oparte na dwoch podstawowych filarach:

¢ Generatory (generatory liczb losowych — ang. random number engines) — sa to obiekty
funkcyjne, ktére generuja sekwencjg liczb catkowitych o rozkladzie jednostajnym.

e Rozklady — s to obiekty funkcyjne, ktdre generuja sekwencje warto$ci na podstawie wzoru
matematycznego, pobierajac na wejsciu sckwencje wartosci wygenerowane przez generator.

Przeanalizujemy na przyklad uzyta w punkcie 24.6.3 funkcj¢ random_vector(). Wywotanie
random_vector(n) zwraca macierz Matrix<double,1> z n elementami typu double o losowych
warto$ciach z przedziatu [0,n]:

Vector random vector(Index n)

{

Vector v(n);

default_random engine ran{}; /] Generuge liczby catkowite
uniform real distribution<> ureal{0,max}; // Mapuje liczby catkowite na double
/] w [0:max)

for (Index i = 0; i < nj ++i)
v(i) = ureal(ran);

return v;

}

Domyslny generator (default_random_engine) jest prosty, efektywny i wystarczajaco dobry
do okazjonalnego uzycia. Natomiast do zastosowan profesjonalnych w bibliotece standardo-
wej przygotowano generatory zapewniajace lepsze wlasciwosci losowe 1 charakteryzujace si¢
r6zna zlozonoscia obliczeniows, np. Tinear_congurential_engine, mersenne_twister_engine
1 random_device. Jesli zechcesz ich uzy¢, czyli bedziesz potrzebowaé czego$ lepszego niz de-
fault_random engine, musisz najpierw troch¢ poczytaé. Aby dowiedzie¢ sig, jakiej jakosci jest
generator liczb losowych w Twoim systemie, wykonaj éwiczenie 10.
Oto definicje dwoch generatordw liczb losowych z pliku std_lib_facilities. h:

int randint(int min, int max)
{
static default_random_engine ran;
return uniform_int distribution<>{min,max}(ran);

}

int randint(int max)

{
}

return randint(0,max);
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Te proste funkgje sa bardzo pomocne, ale w ramach éwiczenn wygenerujemy rozklad normalny:

auto gen = bind(normal_distribution<double>{15,4.0},
default_random engine{} );

Funkgja bind() z nagtéwka <functional> biblioteki standardowej tworzy obiekt funkcyjny, ktéry
wywoluje swdj pierwszy argument i1 przekazuje mu jako argument swoj drugi argument. W tym
przypadku wigc funkcja gen() zwraca warto$ci w rozkladzie standardowym o wartoSci Srednicej
15 1 wariangji 4.0 przy uzyciu generatora default_random_engine. Oto przyklad jej uzycia:

vector<int> hist(2*15);
for (int i = 0; i < 500; ++i) // Generuje histogram 500 wartosci
++hist[int(round(gen()))];
for (int i = 0; i != hist.size(); ++i) { // Drukuje histogram
cout << i << "\t';
for (int j = 03 j != hist[i]; ++j)
cout << '*';
cout << '\n';

Otrzymujemy:
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Rozklad normalny jest powszechnie znany i cz¢sto nazywa si¢ go tez rozkladem Gaussa lub
(z oczywistego powodu) krzywa dzwonowa. Inne rozklady to bernoulli_distribution, expo-
nential distribution i chi_squared  distribution. Ich opis znajduje si¢ w ksiazce Jezyk
C++. Kompendium wiedzy. Rozklady catkowitoliczbowe zwracaja warto$ci w przedziale za-
mknigtym [a:b], podczas gdy rozklady rzeczywiste (zmiennoprzecinkowe) — w przedziale
jednostronnie otwartym [a:b).

Domyslnie generator (moze z wyjatkiem random_device) za kazdym razem daje ten sam
wynik. To bardzo przydatna cecha na poczatku debugowania. Aby otrzymaé inne wartosci
z generatora, musimy go zainicjalizowaé przy uzyciu innych wartosci. Inicjalizatory takie na-
zywa si¢ ziarnem (ang. seed). Na przyktad:

auto genl = bind(uniform int distribution<>{0,9},
default_random engine{} );
auto gen2 = bind(uniform int distribution<>{0,9},
default_random engine{10});
auto gen3 = bind(uniform int distribution<>{0,9},
default_random_engine{5});

Aby uzyskaé nieprzewidywalng sekwencjg¢ liczb, jako ziarno programisci czgsto wykorzystuja
na przyktad czas (z doktadnoscia nawet do nanoseckundy — punkt 26.6.1).

24.8. Standardowe funkcje matematyczne

Standardowe funkcje matematyczne (cos, sin, Tog itp.) sa dostgpne w bibliotece standardowej.
Ich deklaracje znajduja si¢ w nagtéwku <cmath>.

Standardowe funkcje matematyczne

abs(x) warto$¢ bezwzgledna

ceil(x) najmniejsza liczba catkowita >= x

floor(x) najwicksza liczba catkowita <= x

sqrt(x) pierwiastek kwadratowy, x musi mie¢ warto$¢ wicksza od 0
cos(x) cosinus

sin(x) sinus

tan(x) tangens

acos(x) arcus cosinus, wynik jest nieujemny

asin(x) arcus sinus, zwraca wynik najblizszy 0

atan(x) arcus tangens

sinh(x) sinus hiperboliczny

cosh(x) cosinus hiperboliczny

tanh(x) tangens hiperboliczny

exp(x) funkcja wykladnicza o podstawie e

Tog(x) logarytm naturalny o podstawie e, x musi by¢ dodatni

Tog10(x) logarytm dziesi¢tny (o podstawie 10)
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Standardowe funkcje matematyczne przyjmuja argumenty typdéw float, double, Tong double
oraz complex (podrozdzial 24.9). Jesli wykonujesz obliczenia przy uzyciu liczb zmiennoprze-
cinkowych, funkgcje te pewnie Ci si¢ przydadza. Wigeej szczegbléw mozna znalezé w doku-
mentacji, ktéra jest ogbélnodostgpna. Dobrym miejscem do rozpoczgcia poszukiwan jest do-
kumentacja internetowa.

Jesli standardowa funkcja matematyczna nie moze zwrdci¢ matematycznie poprawnego
wyniku, odpowiednio ustawia warto$¢ zmiennej errno. Na przyklad:

errno = 0;
double s2 = sqrt(-1);
if (errno) cerr << "Co§, gdzieS sie czemu$ nie udato.";
if (errno == EDOM) // Blqd dziedziny
cerr << "Funkcja sqrt() nie przyjmuje ujemnych argumentow.";
pow(very large,2); // Zly pomyst
if (errno==ERANGE) // Blgd zakresu
cerr << "WartoS¢ pow(" << very large << ",2) za duza dla typu double.";

Jesli wykonuje si¢ powazne obliczenia matematyczne, nalezy po uzyskaniu wyniku zawsze
sprawdzié, czy zmienna errno ma warto$¢ 0. Jesli nie, znaczy, ze co$ poszlo nie tak. Sprawdz
w swoim podrgczniku lub dokumentacji internetowej, ktére funkcje matematyczne moga
ustawia warto$¢ zmiennej errno 1 jakich wartosci woéwczas uzywaja.

Jak pokazalismy w przyktadzie, warto$¢ inna niz 0 w zmiennej errno oznacza, ze co$ po-
szto nie tak. Czesto funkcje nienalezace do biblioteki standardowej ustawiaja warto$¢ tej
zmiennej w przypadku bledu, a wigc aby dowiedzieé sig, co dokfadnie si¢ stalo, nalezy do-
kladniej si¢ tej wartoSci przyjrzed. Jesli sprawdzi si¢ ja bezpo$rednio po zakoriczeniu dziatania
tunkgji z biblioteki standardowej 1 upewni sig, ze ma warto$¢ 0 przed jej wywolaniem, mozna
na niej polegaé — tak zrobiliSmy w przypadkach EDOM i ERANGE w powyzszym przykladzie.
EDOM oznacza blad dziedziny (tzn. problem z wynikiem). ERANGE oznacza blad zakresu (tzn.
problem z argumentami).

Obstuga blgdéw przy uzyciu zmiennej errno jest do$¢ prymitywna technika. Jej powsta-
nie wigze si¢ z pierwszym (z 1975 roku) zestawem funkgji matematycznych w jezyku C.

24.9. Liczby zespolone

Liczby zespolone sa powszechnie wykorzystywane w obliczeniach naukowych 1 inzynieryj-
nych. Zakladamy, ze jesli kto§ ich potrzebuje, musi zna¢ ich matematyczne wlasnosci, a wigc
tutaj opiszemy tylko, jak sa reprezentowane w bibliotece standardowej w standardzie ISO je-
zyka C+ +. Definigja liczb zespolonych i zwiazane z nimi standardowe funkcje matematyczne
znajduja si¢ w nagléwku <complex>:

template<class Scalar> class complex {
// Liczba zespolona to para wartosci skalarnych
Scalar re, im;
public:
constexpr complex(const Scalar & r, const Scalar & i) :re(r), im(i) { }
constexpr complex(const Scalar & r) :re(r),im(Scalar ()) { }
complex() :re(Scalar ()), im(Scalar ()) { }

constexpr Scalar real() { return re; } //czes rzeczywista
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constexpr Scalar imag() { return im; } //czesCurojona
/ operagje: = +=—= *= /=

Szablon complex z biblioteki standardowej na pewno pozwala na stosowanie typéw skalar-
nych float, double i Tong double. Poza sktadowymi klasy complex i standardowymi funkcjami
matematycznymi (podrozdziat 24.8), w nagtéwku <complex> znajduje si¢ trochg innych przy-
datnych operagji:

Operatory liczb zespolonych

71422 dodawanie

z1-z2 odejmowanie

z1*%z2 mnozenie

z1/z2 dzielenie

z1==22 réwnosé

z11=22 nieré6wnos$¢

norm(z) kwadrat abs (z)

conj(z) sprzezenie: jesli z jest (re,im), to conj(z) jest (re,-im)

polar(rho, theta) tworzy liczbe zespolong przy uzyciu wspdirzednych biegunowych (rho,theta)

real(z) cze$¢ rzeczywista
imag(z) cz¢$¢ urojona
abs(z) inaczej Rho
arg(z) inaczej theta

out << z operator wyjScia
in >>z operator wejscia

Uwaga: klasa complex nie udostgpnia operatordw <, > 1 %.
Szablonu complex<T> uzywa si¢ tak samo jak typéw wbudowanych, np. double. Na przykiad:

Using cmplx = complex<double>; // Czasami zapis complex<double>
// jest zbyt rozwlekty
void f(dcmplx z, vector<dcmplx>& vc)

{

cmplx z2 = pow(z,2);
cmplx z3 = z2*9.3+vc[3];
cmplx sum = accumulate(vc.begin(), vc.end(), cmpix());
Y/
}

Nalezy pamigtaé, ze nie wszystkie operacje, do ktdrych si¢ przyzwyczailiSmy w typach int
czy double, sa dostgpne w complex. Na przyktad:
if (z2<z3) // Blqd: nie ma operatora < dla liczb zespolonych

Nalezy zauwazy¢, ze reprezentacja (uktad) liczb zespolonych z biblioteki standardowej C+ +
jest zgodna z odpowiadajacymi im typami w jgzykach C i Fortran.
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24.10. Zrodia

Zasadniczo poruszone w tym rozdziale tematy, jak bledy zaokraglania, dziatania na macier-
zach i arytmetyka liczb zespolonych, bez odpowiedniego kontekstu sa bez sensu. OpisaliSmy
po prostu niektére techniki dostgpne w jezyku C+ +, za pomoca ktérych osoby posiadajace
odpowiednia wiedz¢ matematyczna moga wykonywaé obliczenia.

Dla tych, ktérzy juz pozapominali te rzeczy lub s3 cickawi nowej wiedzy, przedstawiamy
listg zalecanych Zrodet:

Archiwum MacTutor History of Mathematics: http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history.

o Swictne zrodlo dla wszystkich, ktérzy lubia matematyke lub jej po prostu potrzebuja.

o Swietne zrédto dla tych, ktérzy chea zobaczy¢ ludzka twarz matematyki. Np. jak brzmi
nazwisko jedynego stynnego matematyka, ktéry zdobyl medal olimpijski?

e Slawni matematycy — biografie, opis dokonan.
e Cickawostki.
e Slynne krzywe.
e Stynne problemy.
¢ Drziedziny matematyki:
o Algebra,
e Analiza,
e Liczby i teoria liczb,
e Geometria i topologia,
e Fizyka matematyczna,
e Astronomia matematyczna,
e Historia matematyki,
o

Freeman T. L., Phillips Chris, Parallel Numerical Algorithms, Prentice Hall, 1992.

Gullberg Jan, Mathematics — From the Birth of Numbers, W. W. Norton, 1996. Jedna z najprzy-
jemniejszych przydatnych ksiazek o podstawach matematyki. Rzadko spotykana publikagcja,
kt6ra mozna przeczytaé dla przyjemnosci oraz wykorzystywaé do wyszukiwania interesuja-
cych tematdw, np. informacji o macierzach.

Knuth Donald E., Sztuka programowania, tom 2: Algorytmy seminumeryczne, Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne, 2003.

Stewart G. W., Matrix Algorithms, Volume I: Basic Decompositions, SIAM, 1998.
Wood Alistair, Introduction to Numerical Analysis, Addison-Wesley, 1999.
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Cwiczenia

1

8

. Wydrukuj rozmiary typéw char, short, int, Tong, float, double, int* oraz double* (uzyj

funkgji sizeof (), nie nagtéwka <Timits>).

. Wydrukuj rozmiary wedlug funkcji sizeof() macierzy Matrix<int> a(10), Matrix<int>

b(100), Matrix<double> c(10), Matrix<int,2> d(10,10) orazMatrix<int,3> e(10,10,10).

. Wydrukuj liczbg elementéw kazdej macierzy z ¢wiczenia 2.

. Napisz program pobierajacy na wejSciu (cin) liczby typu int i wysylajacy na wyjscie ich

pierwiastki kwadratowe (sqrt()) lub komunikat: ,Nie da si¢ obliczy¢ pierwiastka.”, jesli
wywolanie sqrt(x) jest nieprawidlowe dla danego x (tzn. nalezy sprawdzi¢ warto$¢
zwrotna funkgji sqrt ()).

. Wczytaj na wejsciu dziesig¢ wartoS$ci zmiennoprzecinkowych i zapisz je w macierzy

Matrix<double>. Macierze nie maja funkeji push_back(), a wigc musisz obstuzy¢ mozli-
woS$¢ wystapienia proby zapisu nieprawidlowej liczby tych wartosci. Wydrukuj zawartos§é
Swojej macierzy.

. Opracuj tabliczke¢ mnozenia dla [0,n]*[0,m] 1 wynik przedstaw w postaci macierzy dwu-

wymiarowej. Wartosci n i m pobierz ze strumienia cin 1 wydrukuj ladnie sformatowana
tabelg (przyjmij zatozenie, ze warto$¢ m jest na tyle mata, ze wyniki zmieszcza si¢ w wierszu).

. Wezytaj dziesig¢ obiektow typu complex<double> ze strumienia cin (tak, strumiefi cin ma

operator >> dla typu complex) 1 wstaw je do macierzy. Oblicz 1 wydrukuj na wyjSciu sumg
tych liczb zespolonych.

. Wezytaj sze$é liczb typu int do macierzy Matrix<int,2> m(2,3) i wydrukuyj je.

PowtdOrzenie

O 0 N O Ul BN =

10.
11.
12.
13.
14.
15.

. Kto korzysta z bibliotek do wykonywania obliczen?

. Co to jest precyzja?

. Co to jest przepelnienie?

. Jaki najczgSciej rozmiar ma typ double, a jaki int?

. Jak wykrywa si¢ przepelnienia?

. Jak mozna znalez¢ ograniczenia typéw liczbowych, np. najwigksza warto$é typu int?

. Co to jest tablica, wiersz 1 kolumna?

. Co to jest wieclowymiarowa tablica w stylu jezyka C?

. Jakie narzedzia powinien posiadaé jgzyk programowania (np. biblioteki) wspierajacy obli-

czenia przy uzyciu macierzy?

Co to jest wymiar macierzy?

Ile wymiaréw moze mie¢ macierz (w teorii i w matematyce)?

Co to jest wycinek?

Co to jest operacja rozglaszania? Wymien kilka.

Jaka jest roznica migdzy indeksowaniem w stylu jgzyka Fortran a w stylu jezyka C?

Jak wykonuje si¢ operacje na rzecz wszystkich elementéw macierzy? Podaj przyklady.
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16.
17.
18.
19.
20.

21

23

24.
25.
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Co to jest operacja taczona?

Podaj definicj¢ iloczynu skalarnego.
Co to jest algebra liniowa?

Co to jest metoda eliminacji Gaussa?

Co to jest punkt centralny (ang. pivot) — w algebrze liniowej 1 w zyciu codziennym?

. Jakie cechy ma liczba losowa?
22.

Co to jest jednolity rozktad?

. Gdzie znajduja si¢ standardowe funkcje matematyczne? Dla jakich typéw argumentéw

zostaly zdefiniowane?
Co to jest urojona cz¢s¢ liczby zespolonej?

Ile wynosi pierwiastek kwadratowy z liczby —1?

Terminologia

C liczba zespolona tablica

errno Matrix urojony

Fortran operacja faczona wielowymiarowy
iloczyn skalarny operacja na elementach wiersz
indeksowanie rozmiar wycinanie
jednolity rozkfad rzeczywisty wymiar

kolumna sizeof

liczba losowa skalowanic

Praca domowa

1.

Argumenty funkcyjne w wywotaniach a.apply(f) i a.apply(f,a) sa rézne. Napisz dla kaz-
dego funkgje triple() potrajajaca elementy tablicy { 1 2 3 4 5 }. Zdefiniuj jedna funkcje
triple(), ktdrej mozna uzyé zardbwno w a.apply(triple), jak i a.apply(triple,a). Wy-

jasnij, czemu moze by¢ zlym pomystem napisanie wszystkich funkeji w taki sposéb, aby

mogly by¢ tak wykorzystane przez funkcje apply ().

. Jeszcze raz wykonaj zadanie 1., ale zamiast funkcji utworz obiekty funkeyjne. Wskazéwka:

w nagtéwku Matrix.h mozna znalez¢ przyklady.

. Dla zaawansowanych (nie da si¢ tego zadania wykona¢ tylko przy uzyciu narzgdzi opisanych

w tej ksiazce): napisz funkeje apply(f,e), ktéra moze pobieraé funkcje void(T&), T(const
T&) oraz ich odpowiedniki w postaci obiektéw funkcyjnych. Wskazéwka: Boost: :bind.
Uruchom program rozwiazujacy uklady réwnan liniowych metody eliminacji Gaussa.

Tzn. dokoncz go, doprowadz do stanu, w ktdérym da si¢ skompilowaé, oraz przetestuj na
prostym przyktadzie.

. Wyprébuj program eliminacji Gaussa na A=={{0 1}{1 0}} 1 b=={5 6} 1 zobacz jego niepo-

wodzenie. Nast¢pnie sprobuj uzyé funkgji elim with_partial pivot().

Zastap w programie eliminacji Gaussa operacje wektorowe dot product () i scale_and_add()
petlami. Przetestuj program i dodaj komentarze, ktdre ufatwia zrozumienie jego kodu.
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7. Napisz program eliminacji Gaussa bez uzywania biblioteki Matrix, tzn. w zamian uzyj ta-
blic wbudowanych lub wektoréw.

8. Opracuj animacjg dzialania metody eliminacji Gaussa.

9. Napisz ponownie niebedace sktadowymi funkcje apply(), aby zwracaty macierz elementéw
typu, jaki zwraca stosowana przez nie funkcja. Tzn. funkcja apply(f,a) powinna zwracaé
Matrix<R>, gdzie R to typ zwrotny funkcji f. Ostrzezenie: aby rozwiaza¢ to zadanie, trzeba
posiada¢ informacje o szablonach, ktérych nie ma w tej ksiazce.

10. Jak losowy jest Twoj rozklad default random engine? Napisz program pobierajacy na
wejéciu dwie liczby catkowite n i d i wywolujacy funkcje randint (n) d razy, zapisujac wy-
nik. Wydrukuj wszystkie wyniki losowan dla kazdego przedziatu [0,n) 1 sprawdzZ ,na oko”,
jak bardzo sa do siebie podobne. Sprébuj zar6wno matych wartosci n, jak i d, aby dowiedzieé
sig, czy losowanie tylko kilku liczb losowych powoduje jakie§ oczywiste ukierunkowania.

11. Napisz funkcje swap_columns () odpowiadajaca funkgji swap_rows () z punktu 24.5.3. Aby to
zrobié, musisz oczywiScie przeczyta i zrozumieé troch¢ kodu z biblioteki Matrix.
Nie przejmuj si¢ zbytnio wydajnoscia — nie da si¢ sprawié, aby funkcja swap_columns ()
doréwnata szybkoscia funkgji swap_rows ().

12. Zaimplementu;:

Matrix<double> operator*(Matrix<double,2>&,Matrix<double>g);

Matrix<double,N> operator+(Matrix<double,N>&,Matrix<double,N>&)

W razie potrzeby poszukaj matematycznych definicji w jakim$ podr¢czniku.

Podsumowanie

Jesli nie czujesz si¢ najlepiej w zagadnieniach matematycznych, pewnie nie spodobat Ci si¢
ten rozdziat i najprawdopodobnicj wybierzesz dziedzing, w ktorej bedzie mate prawdopodo-
biefistwo, ze si¢ z tym spotkasz. Jesli natomiast lubisz matematyke, mamy nadziejg, ze spodoba
Ci si¢ to, jak wiernie mozna przedstawi¢ podstawowe koncepcje matematyczne w postaci kodu.
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