1. Izometrie w dwéch wymiarach

1.1. Wstep

Kiedy w jezyku potocznym méwimy, ze jakis$ obiekt jest symetryczny, my$limy
zwykle o symetrii! odbicia zwierciadlanego. Taka symetri¢ ma wiele kwiatéw, na
przyklad fiolek, o czym wspominaliSmy juz we wstepie (rys. 1.1).

W przypadku dziet architektury czy
kwiatéw symetria ta nie jest idealna. Jezeli
przyjrzeé sie portalowi katedry, zobaczymy,
ze figury $wietych po prawej stronie nie
sa idealnym odbiciem posagéw ze strony
lewej (rys. 1.3). Podobne réznice wystepuja
w przypadku realnego kwiatu czy ludzkiej
twarzy. My takie réznice bedziemy zaniedby-
wac i mysle¢ o symetriach idealnych, takich
jak symetrie figur matematycznych. Symetrie
odbiciowa ma na przyklad tréjkat réwnora-
mienny (rys. 1.2).

Rys. 1.1. Fiolek ma symetrie zwierciadlang
wzgledem plaszczyzny pionowej

Rys. 1.2. Tréjkat réwnoramienny ma symetrie
zwierciadlang wzgledem linii pionowej

Rys. 1.3. Symetria portalu katedry
nie jest idealna

1 Symetria po grecku oznacza dostownie wspéimiernosé¢; sym — wspoét, metron — miara.
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1.2. Izometrie w dwéch wymiarach
w geometrii elementarnej

Definicja izometrii

W geometrii elementarnej omawia si¢ przeksztalcenia figur ptaskich zwane
izometriami? (patrz np. [5]). Z definicji sa to przeksztalcenia, ktére zachowujg
odleglosci pomiedzy punktami figury. Na przyktad po przeksztalceniu trojkata
uzyskujemy tréjkat przystajacy (rys. 1.4). Przeksztalcenia tego typu moga by¢
dwoch rodzajow:

1) Zachowuja orientacje plaszczyzny, jak przeksztalcenie tréjkata ABC

w trojkat A'B'C’. W obu tych tréjkatach obiegi wskazane przez strzalki sa
zgodne z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara.

2) Zmieniajg orientacj¢ plaszczyzny, jak przeksztalcenie tréjkata ABC w troj-
kat A"B"C". W tym ostatnim trojkacie strzalki wskazuja obieg przeciwny
do kierunku ruchu wskazéwek zegara.

B’ Rys. 1.4. Dwa rodzaje izometrii

B A, BH

C!

CII ‘
A C AH

Poniewaz izometrie przeksztalcaja figury w figury do nich przystajace,
w przypadku wielokatéw zachowuja nie tylko dlugosci bokéw, ale i wartosci
bezwzgledne katéw pomiedzy nimi.

1) Jezeli orientacja przestrzeni jest zachowana, katy pozostajg niezmienione.

2) Jezeli orientacja przestrzeni zostaje odwrdcona, katy zmieniajg znaki.

Podstawowe typy izometrii

W dwoch wymiarach wyrézniamy trzy
podstawowe rodzaje izometrii:

1) przesuniecia’,

2) obroty,

3) odbicia zwierciadlane?,

4) wspomnimy takze o inwersji wzgle-

dem punktu. P

Przypomnijmy je krétko po kolei.

Rys. 1.5. Przesunigcie

2 Nazwa pochodzi z greki: izos — réwny, metron — miara.
3 Przesuniecie nazywamy tez translacja; tacinskie translatio — przeniesienie.
4 Symetrie odbiciowa w dwdch wymiarach nazywa sie takze symetrig osiows.
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Przesuniecie

Przesunigcie polega na tym, ze kazdy punkt przeksztalconej figury zostat
przemieszczony w tym samym kierunku, z tym samym zwrotem i o t¢ sama odle-
glod¢. Przedstawia to rysunek 1.5. Obrazem punktu P jest punkt P’, przesuniety
o odcinek wskazany strzatka.

W tej ksigzce przesunieciami praktycznie nie bedziemy sie zajmowac.
Bedziemy sie ogranicza¢ niemal wylacznie do izometrii zachowujacych co naj-
mniej jeden ustalony punkt w przestrzeni, czyli do izometrii punktowych.
Jezeli w dalszym ciggu ksiazki bedziemy uzywac nazwy ,izometria” bez dodat-
kowego objasnienia, bedziemy mysle¢ o przeksztalceniach tego rodzaju.

Obrot

Obrotem wzgledem punktu O o kat a nazywamy przeksztalcenie, ktére punk-
towi P przypisuje punkt P’ (rys. 1.6)

— P’ lezy na prostej OP’, ktéra z prosta OP tworzy kat a. Przyjmuje si¢ kon-
wengcje, ze kat a jest dodatni, jezeli obrot zachodzi przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara.

— diugos¢ odcinka OP’ jest réwna dlugosci odcinka OP.

/\ Rys. 1.6. Obrot

P P 0 P’

Rys. 1.7. Odbicie
zwierciadlane L

()

W tej ksigzce na oznaczenie obrotu o kat o uzywaé bedziemy symbolu C(a).

Jezeli nastepuje obrét o kat ZTR, gdzie n jest liczba naturalng, uzywaé bedziemy
oznaczenia C,.

Zauwazmy, ze dowolny obrét w plaszczyZnie mozemy interpretowad jako
obrot wzgledem osi do tej plaszczyzny prostopadlej. Inna jest sytuacja w przy-
padku obrotéw w przestrzeni, ktére mogg by¢ dokonywane wzgledem osi zorien-
towanych dowolnie. Powrécimy do tej sprawy w podrozdziale 4.1.

Odbicie zwierciadlane

Odbiciem zwierciadlanym figury wzgledem linii L nazywamy przeksztalcenie,
ktére punktowi P przypisuje punkt P’ (rys. 1.7):
— P’ lezy na prostej przechodzacej przez punkt P i prostopadlej do linii L.
Prosta ta przecina prosta L w punkcie O.
— Dtlugos¢ odcinka OP’ jest réwna diugosci odcinka OP.
Odbicie zwierciadlane bedziemy oznacza¢ symbolem o.
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Odbicia moga by¢ dokonywane wzgledem dowolnie zorientowanej linii L.
Aby to doprecyzowaé, bedziemy podawac¢ wersor prostopadly do tej linii: 5.
Bedziemy wiec uzywaé w zasadzie oznaczenia 4(5). Notacja taka jest jednak
doé¢ uciazliwa. Jezeli bedziemy mieli do czynienia na raz tylko z kilku réz-
nymi odbiciami, bedziemy je po prostu numerowaé, piszac: a,, o, ... (patrz np.
podrozdzial 2.1).

Inwersja

Inwersjas figury wzgledem punktu O nazywamy przeksztalcenie, ktére punk-
towi P przypisuje punkt P’ (rys. 1.8a):

— P’ lezy na prostej przechodzacej przez punkt P i punkt O.

— dlugos¢ odcinka OP’ jest rowna dtugosci odcinka OP.

Inwersje bedziemy oznacza¢ symbolem i.

a) P b) P Rys. 1.8. a) Inwersja.
b) Inwersja w dwéch
) wymiarth jest rownowazna
0 T obrotowi o 180
P’ P’

Z rysunku 1.8b wida¢, ze w dwoch wymiarach inwersja jest tozsamo$ciowo
réowna obrotowi o kat 180° czyli o n. Inaczej jest w trzech wymiarach. Wrécimy
do tej sprawy w podrozdziale 4.1.

Tozsamos$¢

»,Do kompletu” wprowadza sie jeszcze pojecie tozsamosci, ktéra odpowiada
przeksztalceniu figury w sama siebie. Tozsamos¢ bedziemy oznaczaé¢ symbolem e.

1.3. Skiadanie izometrii

Zlozenie dwodch izometrii jest tez izometria, bo kazda z operacji sktadowych
zachowuje odleglosci pomiedzy punktami figury. Przypu$émy, ze najpierw doko-
nali$my izometrii a, a potem izometrii b. Zlozenie tych dwoch przeksztalcen
symetrii daje w wyniku izometrie ¢. Zapisujemy to:

¢ = ba. (1.1)

5 Nazwa pochodzi z laciny: inversio — odwrécenie. Przeksztalcenie to nazywa sig takze syme-
triag $rodkowa. W geometrii wprowadza sie poza tym inwersje wzgledem okregu (patrz np. [20]).
Tego typu przeksztalcenie nie jest izometria, nie bedziemy si¢ nim zajmowac.
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Zgodnie z przyjeta ogoélnie konwencjg pierw-
sza operacja zapisana jest po prawej, a druga po
lewej. Wygoda takiego zapisu wyjasni si¢ w dal-

szym ciagu ksigzki.

Mozna oczywiscie podobnie sklada¢ wiecej B
niz dwie izometrie, co wielokrotnie bedziemy } \
robi¢ w dalszym ciagu ksigzki. .

Jezeli sktadamy ze soba kilka identycznych 0
izometrii, uzywamy symboli analogicznych do Rys. 1.9. Ztozenie dwéch obrotéw
zwyklego potegowania:

aa = a2, (1.2)

aaa = a3 itp. (1.3)

Zlozenie kilku obrotow

1) Zlozenie dwoéch obrotéw wzgledem punktu, odpowiednio o katy o i f,
jest takze obrotem: o kat réwny sumie katéw, czyli o a + f. Przedstawia
to rysunek 1.9.

2) Zlozenie obrotéow o katy a i f = — a jest operacjg tozsamosciows e.

3) n-krotnie powtorzony obrot o - kata petnego daje kat peiny, czyli trans-
formacje tozsamos$ciowa. Zatem

(Cn)n = e (14)

Zlozenie dwoch odbi¢ zwierciadlanych

Rozpatrzmy zlozenie dwoch odbi¢ zwierciadlanych: ¢, wzgledem linii L, i o,
wzgledem linii L,. Linie L, i L, tworzg ze sobg kat y. Zlozenie to jest obrotem
o kat 2y.

Przedstawia to rysunek 1.10. Na rysunku tym kat pomiedzy liniami odbi¢
jest rowny y = a + . Trojkaty PQO i P'QO sg przystajace. Przystajace sg
takze tréjkaty P'Q'O i P"Q'O. Z rysunku wida¢é, ze punkt P zostal obrécony
wzgledem punktu O o kat 2a + 28 = 2y. Zatem

0,0, = C(2y). (1.5)

Dwukrotne powtérzenie tego samego
odbicia daje operacje tozsamosciowa e, czyli

o6 = 62 = e. (1.6)

Wynika to tez ze wzoru (1.5): Jezeli kat
y pomiedzy liniami L; i L, jest rbwny zeru,
toi2y = 0, a obrét o kat zerowy jest toz-
samoscig.

Rys. 1.10. Ztozenie dwoch odbié
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Zlozenie izometrii nie zawsze jest przemienne
Operacja zlozenia izometrii na ogél nie jest przemienna, czyli moze zachodzié
ba # ab. (1.7)

Nie jest na ogoél przemienne skladanie dwdch odbi¢ zwierciadlanych (rys.
1.11). Na rysunku tym kat miedzy liniami L, i L, jest réwny y (por. rys. 1.10).

L, L,
"” P'
P4——- L1 Ll
< P P'e P

Rys. 1.11. Sktadanie odbié¢
\ zwierciadlanych nie jest
p na ogél przemienne

a) wykonanie najpierw odbicia wzgledem linii L, a potem wzgledem linii L,
daje obrét o kat +2y

o,0; = C(2y), (1.8)

b) wykonanie najpierw odbicia wzgledem linii L,, a potem wzgledem linii L,
daje obrét o kat -2y

o0, = C(-2y). (1.9)

Przemienne jest natomiast zlozenie odbi¢ wzgledem dwoch linii prostopad-
tych, czyli dla kata y = % Wtedy 2y = &, a obrét o + 7 jest rownowazny obrotowi
o —m (rys. 1.12).

P’ P P

V.
P P i Rys. 1.12. Sktadanie odbi¢
wzgledem linii prostopadlych
jest przemienne

Zlozenie obrotu o kat a i odbicia zwierciadlanego takze zalezy od kolejnosci
wykonania tych operacji (rys. 1.13).
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P P’

0 o Rys. 1.13. Zlozenie obrotu
i odbicia zwierciadlanego
nie jest na ogét przemienne

Przemienne jest natomiast ztozenie odbicia i obrotu o kat n (rys. 1.14).

PH

»! pr Rys. 1.14. Ztozenie obrotu
P P 14. Zlozenie ob;
o kat = i odbicia zwierciadlanego

jest przemienne

Omowione cechy przemiennosci skiadania izometrii bedgq mialy istotne
znaczenie na przyklad przy omawianiu symetrii prostokata czy rombu (podroz-
dzial 2.8).

Izometrie odwrotne

Do kazdej izometrii a mozna dobra¢ izometrie b, ktéra zlozona z izometria
a daje tozsamo$¢. Taka izometrie¢ nazywamy izometria odwrotng do a i ozna-
czamy symbolem a-l. Zapisujemy to:

ala =aal =e. (1.10)
1) Izometria odwrotng do obrotu o kat a jest obrét o kat —a:
C(a)! = C(-a). (1.11)

2) Obrét o kat m jest rbwnowazny obrotowi o kat —m. Zatem izometrig
odwrotna do obrotu o kat w, czyli C, = i jest tez obrét o kat =, czyli C, = i:

Ci =e (1.12)
2 =e. (1.13)

3) Izometrig odwrotna do odbicia ¢ jest to samo odbicie &, bo 66 = e.
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1.4. Wynik zlozenia izometrii w dwéch wymiarach

Zaréwno obroty wokél okreslonego punktu O, jak i odbicia wzgledem linii
przechodzacych przez ten punkt zachowuja odleglosci punktéw od punktu O.
Zatem przeksztalcajg okrag o $rodku w O w samego siebie. Mozna wiec wybra¢
dwa punkty przeksztalcanej figury A i B, ktére znajduja si¢ na okregu tego
rodzaju. Po dokonaniu dowolnej liczby przeksztalcen uzyska si¢ pare punktéw
figury przeksztalconej, ktére sg obrazami punktéw A i B. Punkty te lezg na tym
samym okregu, co punkty A i B. Sa przy tym tylko dwie mozliwosci (rys. 1.15):

1) Orientacja nowych punktéw A;, B; jest wzgledem okregu identyczna jak
punktéw A i B. Wtedy pare punktéw A, B mozna przeksztalci¢ w A;, B;
jednym obrotem.

2) Orientacja nowych punktéw A,, B, jest wzgledem okregu przeciwna niz
punktéw A i B. Wtedy pare punktéw A, B mozna przeksztalci¢ w A,, B,
jednym odbiciem.

Zatem wynik dowolnej liczby punktowych operacji symetrii w dwéch wymia-

rach da si¢ przedstawi¢ jako jedna operacja tego rodzaju.

Rys. 1.15. Wynik przeksztalcen symetrii.
Szczegdly w tekscie

1.5. Izometrie sprzezone

Wprowadzenie

Niektore z rozwazanych przez nas operacji symetrii sg do siebie ,,podobne”.
Czujemy, ze na przyklad:
- odbicie zwierciadlane wzgledem linii L, jest ,,podobne” do odbicia wzgle-
dem linii L,
— obrét o kat 90° jest ,,podobny” do obrotu o -90° itp.
Sprobujmy sformutowaé to bardziej precyzyjnie.

Przykeap 1
Jezeli chcemy w dwoch wymiarach dokona¢ odbicia jakiej$ figury wzgledem
linii L, (pozioma strzatka), mozemy to zrobi¢ w sposéb bardziej skomplikowany
(rys. 1.16):
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pl p pL: L Lop
Pz P2
9 9 L ]
L1 Ll L] L]
P3 P3

Rys. 1.16. Odbicie wzgledem osi 2 jako zlozenie trzech operacji

1) Najpierw obroci¢ figure o kat -90°, czyli dokona¢ transformacji C;, ktéra
jest transformacja odwrotna wzgledem C, (fuk w prawo).

2) Nastepnie odbi¢ figure wzgledem linii L, (pionowa strzatka).

3) Na koncu obroci¢ uzyskang figure o kat +90°, czyli dokona¢ transformacji
C, (luk w lewo).

PrzykiaD 2
Podobnie obréci¢ figure o -90° mozemy nastepujaco (rys. 1.17):

Py P,

Rys. 1.17. Obrét o -90° jako zlozenie trzech operacji

1) Odbi¢ ja wzgledem osi L (pozioma strzatka w lewo).
2) Obréci¢ o kat +90° (tuk).
3) Ponownie odbi¢ wzgledem osi L (pozioma strzatka w prawo).
Izometrie sprzezone
Jezeli izometria ¢ da sie przedstawié przez izometrie a i b w postaci
¢ = bab}, (1.14)
moéwimy, ze izometrie ¢ i a sa sprzezone.
Zgodnie z tg definicjg sprzezone sg ze sobg na przyktad:

— odbicie wzgledem osi L; i odbicie wzgledem osi L, z przykladu 1,
— obrét o +90° i -90° z przykiadu 2.



30 1. Izometrie w dwo6ch wymiarach

Uogolniajac rozwazania z przykladéw 1 i 2, mozna wykaza¢, ze:
1) Wszystkie odbicia zwierciadlane sprzezone sa ze soba.
2) Sprzezone sg obroty o katy a i —a.

Izometria jest sprzezona sama ze sobg

Zgodnie z podang definicja kazda izometria jest sprzezona sama ze soba.

1) Przykiad trywialny. Jezeli wybra¢ we wzorze b = a, wtedy ¢ = bab! =
aaa! = a(aa!) = a.

2) Przyktad madrzejszy. Rozpatrzmy wybdr: a jest obrotem w plaszczyznie
o kat o, b jest obrotem o kat . Wtedy ztozenie (1.14) odpowiada obro-
towiokatp =-B+a+ B =o.

Do problemu operacji sprzezonych bedziemy powraca¢ w przysziosci wie-
lokrotnie. Na przykiad bedziemy omawiaé klasy elementéw sprzezonych, kiedy
zajmiemy sie bardziej szczegdlowo grupami symetrii (np. podrozdzial 2.11).

1.6. Przeksztalcanie wektora

Do tej pory omawialiémy problem izometrii zupelnie ogélnie. Teraz zastosu-
jemy te rozwazania do transformacji wektoréw. Rozpatrzmy pewien wektor x
o poczatku w punkcie O. Punkt ten zachowujg rozwazane izometrie. Pod wply-
wem izometrii a wektor X przejdzie w inny wektor j.

Napiszemy to formalnie:

¥ = ax. (1.15)

Symbolem d oznaczyliSmy operator przeksztalcajacy pierwszy z wektorow
w drugi. Poniewaz operacja przeksztalcenia jest izometria, warto$¢ wektora y
jest taka sama jak warto$¢ wektora x. Natomiast kierunek i zwrot sg na ogét inne.

Transformacja wektora przy odbiciu

Rozpatrzmy teraz wektor y, ktéry stanowi odbicie wektora x¥ wzgledem
linii L (rys. 1.18).

L
—s(s%) —s(sx

Pl

N
X

s E)(?x

Rys. 1.18. Odbicie wektora wzgledem linii L
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Wersor § jest do tej linii prostopadly. Z rysunku widaé, ze
y=XxX-2(sx)s. (1.16)

Mozemy zauwazy¢, ze (5X)s jest skladowg wektora X prostopadla do linii L.

Oznaczmy ja symbolem X, . Wzér (1.16) mozna wtedy zapisaé w rOwnowaznej
postaci

y=Xx-2x. (1.17)
Z definicji wersor s jest prostopadly do linii L, od ktérej nastepuje odbicie.
Sa jednak dwie mozliwo$ci wyboru takiego wersora:
1) Pierwsza jak na rysunku 1.18. Wersor s jest zwrécony w prawo.
2) Druga z wersorem s’ = -5, czyli zwréconym w lewo.

Wybdr zwrotu wersora nie wplywa jednak na wektor y, okre§lony wzorem
(1.16). W znajdujacym si¢ w nim iloczynie wersor s wystepuje dwukrotnie.

Transformacja wektora przy obrocie

Rozpatrzmy teraz obrét o kat a (rys. 1.19). Pod wplywem takiego obrotu
wektor X przechodzi w wektor y.

%
X Rys. 1.19. Obrét wektora o kat a.

_)
coso-x Szczegbdly w tekscie

WprowadzZmy jeszcze pomocniczy wektor p, ktéry
- ma taka sama dlugo$¢ jak wektor x,

— jest do wektora X prostopadly i ma taki zwrot, ze kat obrotu od x do p
jest dodatni.

Z rysunku wida¢, ze zachodzi zwigzek

y=cosa-X+sina- p. (1.18)

Dygresja

W zasadzie prowadzimy na razie rozwazania w dwoch wymiarach. Dopu$¢-
my jednak na moment wymiar trzeci i wprowadZmy wersor 7 prostopadly do

rozwazanej plaszczyzny i zwrécony przed kartke. Wtedy wektor p mogliby$Smy
zapisa¢ w postaci iloczynu wektorowego

p=rx

X (1.19)
Wrécimy do tego zapisu w podrozdziale 4.7.
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1.7. Tloczyn skalarny

Iloczynem skalarnym dwoch wektoréw w i v nazywamy skalar okreslony
wzorem

WV = wvcos @, (1.20)

gdzie w i v oznaczajq odpowiednio wartosci wektoréw, a ¢ kat pomiedzy nimi.
Pamietamy, ze cosinus jest funkcjg parzystg: cos(—g) = cosg.

Poniewaz izometrie zachowujg diugosci odcinkéw i wartosci bezwzgledne
katéw, zachowuja takze wynik iloczynu skalarnego (rys. 1.20).

=4

> —@ Rys. 1.20. Iloczyn skalarny pary wektoréw
przeksztatconych przez izometrie jest taki sam,
jak iloczyn skalarny wektoréw wyjsciowych

Mozemy to zapisa¢ w formie (patrz tez wzor (1.15)):

(aw)(@av) =wv. (1.21)

1.8. Przeksztatcanie funkcji

Na zakonczenie tego rozdziatlu rozpatrzmy jeszcze pewna funkcje dwoéch
zmiennych

SX)=f(x, x,) (1.22)

okresdlona na rozwazanej ptaszczyznie. Pod wplywem operacji a funkcja ta przej-
dzie w na og6l nowa funkcje (rys. 1.21)

g(x) =af (%) (1.23)
Rys. 1.21. Przeksztalcenie
D=afee funkgji pod wplywem
g(x) = af(x) unkcj1 pod wp: (S
A A A ,
X X2 X3 obrotu. Szczegbty

w teks$cie

4 . .

- -2 A
—> y=a

f)
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Podobnie jak w podrozdziale 1.6 symbolem a oznaczyliémy operator, dzia-
lajacy teraz na funkcje f(X). Rysunek 1.21 przedstawia to dla obrotu. Nowa
funkcja g(¥) jest funkcja f(¥) obrécona o kat @, na rysunku réwny 75°.

Zauwazmy na tym rysunku, ze nowa funkcja g(X¥) w punkcie ¥ ma taka war-
to$¢, jaka miata stara funkcja f(¥) w punkcie y, gdzie wektor y jest wektorem
X obréconym o kat —a (na rysunku 1.21 o kat -75°).

y=a'x. (1.24)
Ogodlnie mozemy to zapisa¢ w formie:
g(¥)=af(3)=f(a"'X). (1.25)

W rozdziale 4 uogélnimy nasze dotychczasowe rozwazania na przypadek
trzech wymiaréw.

PrzyktaD
Zastosujmy te ogélne wzory do szczegdlnego przypadku, kiedy funkcja f(¥) ma
postac

f(X)=nxF(x), (1.26)

gdzie 7n jest wersorem, a F(x) funkcja jedynie wartosci wektora x. Oznacza to,
ze F(x) przechodzi w siebie pod wplywem dowolnej izometrii a.

Jako przyktad funkcji o postaci (1.26) moga sluzy¢ (ograniczone do dwdéch
wymiaréw):

1) Funkcja opisujaca potencjal dipola

gdzie p, =rp, jest momentem dipolowym.
2) Funkcja falowa stanu 2p atomu wodoru (bez czasu, rys. 1.22):
I ™ efi S efﬁ (1.28)

Yoy (0) = —=
* 4,2na; 3 4,2 na;

a) b) o)
n—>
an
L/
7
9
n
Rys. 1.22. Obrét funkgji
elektronowej p atomu wodoru



34 1. Izometrie w dwo6ch wymiarach

Z rysunku 1.22 wida¢, ze obrocenie takiej funkcji sprowadza sie do obrécenia
wersora 7 o kat a. Wykazmy to jednak , naukowo”, korzystajac ze wzoru (1.15).

1) Dla funkgji o postaci (1.26) i izometrii a mamy
g(X)=af (%)= f(a'X)=in(a"'%)F(a"'%) =ii(a"'¥)F(x). (1.29)

SkorzystaliSmy z tego, ze funkcja F(x) przechodzi w siebie pod wplywem
dowolnej izomerii a, czyli F(a™'%) = F(x).

2) StwierdziliSmy w poprzednim podrozdziale, ze dla dowolnych wektoréw
w i v 1 dowolnej izometrii a zachowany jest iloczyn skalarny, czyli zacho-
dzi wv = (aw)(@v). Zastosujmy te rowno$¢ do iloczynu skalarnego i7i(a™'x),
ktadac w=i iv=a"'x:

ii(a'%) = (ai)(aa"'x) = (ai)x. (1.30)
Stad
g(¥) =af (x) = f(a'X) = (ain)XF (x). (1.31)

Jak oczekiwali$my - przeksztalcenie funkcji (1.26) sprowadza si¢ do prze-
ksztatcenia wersora 7.





