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Wprowadzenie

Termin ,logistyka” obejmuje procesy systemowego planowania i zarzadzania fan-
cuchem dostaw, przeptywem produktéw oraz informacji. Procesy te maja miejsce
zaréwno w przypadku wielkich korporacji, jak i matych przedsiebiorstw. Wazna
funkcje w logistyce pelni podejmowanie decyzji, ktére przynosza danemu pod-
miotowi maksymalne korzysci, ewentualnie - jak najmniejsze straty. Oczywiscie
powyzsza proba definicji nie obejmuje wszystkich aspektéw podejmowania decy-
zji w procesach logistycznych.
W logistyce wyrdznia sie:

logistyke zaopatrzenia — gdzie lokalizuje si¢ Zrédla zaopatrzenia, zaopatruje
przedsiebiorstwo w niezbedne do produkeji materialy, negocjuje ceny mate-
rialow, kontroluje jakos¢ dostaw, optymalizuje zapasy surowcow;

logistyke dystrybucji - obejmujaca planowanie i kontrole dystrybucji
produktéw i ustug przedsigbiorstwa, utrzymywanie zapaséw wyrobow go-
towych, lokalizowanie magazynéw dystrybucyjnych, organizowanie kana-
téw dystrybucyjnych, optymalizacje¢ drég transportowych;

logistyke serwisu — obejmujaca zaopatrzenie nabywcow w czgsci zamienne
oraz obstuge zwrotéw towarowych;

logistyke produkcji — obejmujgcg planowanie i kontrole przebiegu produk-
cji, optymalizacje zuzycia materiatéw oraz odlegloéci przemieszczania si¢
materialéw w procesie produke;ji (ten dziat logistyki wymaga takze przewi-
dywania wielkosci popytu na towary i ustugi);

logistyke magazynowa — obejmujaca magazynowanie czesci, surowcow oraz
gotowych produktow;

logistyke kontraktowa — obejmujaca operacje prowadzone na powierzchni
magazynowej, w tym: przeplywy towaréw w magazynie, biezace monitoro-
wanie poziomu stanéw magazynowych, zarzadzanie towarami, praca maga-
zynieréw i kompletacja dostaw;

ekologistyke — zajmujaca si¢ gromadzeniem, transportem oraz utylizacja
odpaddéw szkodliwych dla srodowiska;

e-logistyke — dzialania logistyczne zwigzane z wykorzystaniem Internetu
oraz systemow informatycznych.


https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Magazynier&action=edit&redlink=1
https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Magazynier&action=edit&redlink=1
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Ze wzgledu na zasigg oddzialywania decyzje logistyczne moga dotyczy¢ za-
réwno pojedynczego przedsiebiorstwa, jak i calego $§wiata. Wyodrebnia sie takze
logistyke spoteczng, obejmujaca wplyw sieci spolecznych oraz przeptywéw ma-
terialnych i informacyjnych na ksztaltowanie decyzji o charakterze spotecznym.

Kazdy wymieniony dzial logistyki wymaga podejmowania decyzji. Decydenci
starajg si¢ dokonywac optymalnych i racjonalnych wyboréw, poszukujac narzedzi
wspomagajacych wszelkie postanowienia. Wystepujace w logistyce procesy de-
cyzyjne czgsto pokrywaja sie z tymi, ktére modelowane s3 przy pomocy metod
badan operacyjnych.

Celem niniejszego tomu jest przyblizenie czytelnikowi metod optymalizacyj-
nych znajdujacych zastosowanie w logistyce (wraz z przykladami) oraz najnow-
szych wynikow badan z tego zakresu.

Rozdzial pierwszy obejmuje szeroko rozumiane modelowanie zagadnien logi-
stycznych za pomoca modeli programowania liniowego. Przedstawione zostaly
w nim metody optymalizacji zagadnien liniowych - zaréwno klasyczne (np. me-
toda simplex), jak i ich modyfikacje (metoda dualna czy zrewidowana), czesto
przyspieszajace uzyskanie rozwigzania optymalnego. Autorzy starali sie zapre-
zentowac te metody w sposob spojny, na podstawie prostych przyktadow, a takze
podkresli¢ ich ogromny walor, jakim jest mozliwos¢ analizy wrazliwo$ci rozwia-
zan w przypadku niepewnosci odno$nie parametréw modeli. Parametrami sg naj-
czesciej oszacowania czy tez prognozy cen lub kosztéw, obarczone btedami prze-
widywan. Ponadto przedstawiono najwazniejsze aspekty zwiazane z Zadaniem,
aby rozwigzania stawianych zadan byty calkowitoliczbowe oraz wskazano, jakie
komplikacje powoduja tak postawione zadania. Zaprezentowano sposéb mode-
lowego opisu i rozwigzania problemu parametryzacji funkcji kryterium: uzalez-
nienia warto$ci wspétczynnikéw od zadanego, istotnego - z punktu widzenia za-
stosowan - parametru (np. wielkosci marzy). Podkreslono réwniez konsekwencje
takiego wplywu dla optymalnego rozwigzania postawionego zadania.

Rozdzial drugi dotyczy probleméw przydziatu, tj. sytuacji decyzyjnych pojawiaja-
cych si¢ w przedsiebiorstwach i innych organizacjach, a dotyczacych przyporzadko-
wania zadan do pracownikéw czy tez maszyn oraz typéw pojazdéw do wykonania
konkretnych zadan przewozowych. Klasyczny problem przydziatu jest problemem
liniowym ze zmiennymi zero-jedynkowymi. Stad w niniejszej pracy przedstawiony
zostal klasyczny algorytm przydzialu, znany jako algorytm wegierski, z kryterium
minimalizacji kosztéw oraz pewnymi modyfikacjami, dotyczacymi zmiany kie-
runku optymalizacji (maksymalizacja wielkosci sprzedazy, maksymalizacja zysku)
i blokowania pewnych przyporzadkowan. W rozdziale zaprezentowano réwniez
propozycje postepowania w przypadku niezbilansowania zadania oraz uogdlnie-
nia problemu. Uogélniony problem przydzialu uwzglednia, przykltadowo, sytuacje,
kiedy kazde zadanie musi zosta¢ przydzielone dokladnie jednemu wykonawcy, nato-
miast kazdemu wykonawcy mozna przydzieli¢ wigcej zadan niz jedno, w zaleznosci
od wielkosci zasobu, ktérym dysponuje (np. czas pracy). Z kolei kwadratowe zadanie
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przydziatu jako cel stawia dokonanie przydziatu w taki sposob, aby zminimalizowac
sume iloczynéw przeptywu towaréw i odleglosci miedzy obiektami.

Rozdzial trzeci omawia w sposob dos¢ szczegdlowy problemy zwigzane z pla-
nowaniem sieciowym i zarzagdzaniem projektami. Zaprezentowano w nim metody
konstrukeji sieci powigzan czynnosci przy realizacji zlozonych projektow, proble-
my zwigzane z ich harmonogramowaniem oraz planowaniem kosztéw wykonania.
Przedstawiono metody deterministyczne, jak np. metod¢ wyznaczania $ciezki kry-
tycznej CPM czy tez metode PERT, uwzgledniajaca losowos¢ czaséw wykonania
czynnosci; wzieto pod uwage takze dodatkowo koszty wykonywania czynnosci -
stad prezentacja metody LESS oraz PERT-COST. Na przyktadach oméwiono, w jaki
sposob wykorzysta¢ modelowanie liniowe do uzyskiwania optymalnych harmono-
gramow dla czynnosci skladajacych sie na projekt w obu przypadkach.

Rozdzial czwarty poswiecony zostal teoretycznym aspektom teorii masowej
obstugi (teorii kolejek). Sprawnos$¢ obstugi klienta, np. przez sklep internetowy,
jest waznym narzedziem w walce konkurencyjnej, przyczyniajacym si¢ do pod-
jecia ostatecznej decyzji, m.in. przy wyborze dostawcy. Inne jej zastosowania
w logistyce to, chociazby, kolejkowanie zlecen produkcyjnych oczekujgcych na
realizacje czy zamowien na czeéci skladowane w magazynie, a takze pojazdow,
ktoére majg zosta¢ zaladowane lub roztadowane. Teoria masowej obstugi pomaga
okresli¢ potencjal stanowiska pracy, poziom jego efektywnosci; pokazuje, jakie
dzialania nalezy wdrozy¢, aby zwigkszy¢ satystakcje uczestnikdw systemu obstugi.
W rozdziale przedstawione i omdéwione zostaly takze najwazniejsze stosowane
w zagadnieniach logistycznych modele oraz ich wlasnosci.

W rozdziale pigtym, obok elementéw teorii popytu, zaprezentowano wybrane
metody prognozowania, w tym metody wygladzania wykladniczego dla danych o ni-
skiej i $redniej zmiennosci. Scharakteryzowano mierniki jakosci prognoz, problemy
bledéw prognozowania oraz kryteria wyboru odpowiednich metod prognozowania.

Tom uzupelniony zostal o dodatki, w tym dodatek zawierajacy oméwienie do-
swiadczen Autoréw w zakresie modelowania optymalizacyjnego z uzyciem pakietow
srodowiska oprogramowania R oraz wybrane elementy teorii prawdopodobienstwa.

Przedstawiony w niniejszym tomie zestaw metod i przyktadéw gromadzi w jednej
pozycji szerokie spektrum narzedzi pozwalajacych przeprowadzi¢ optymalizacje ele-
mentow tancucha logistycznego. Znajdziemy w nim omdéwienie modeli rzadko spo-
tykanych w ogélnodostepne;j literaturze — tacznie z zaprezentowaniem przykladow
ich zastosowan w logistyce. Autorzy dokonali staran, aby jezyk pracy byt jednocze-
$nie precyzyjny (matematycznie) i przystepny. W przygotowywanym tomie drugim
monografii, zatytulowanym Optymalizacja w logistyce. Modelowanie przeplywow
w kanatach dystrybucji, znajdziemy m.in. oméwienie probleméw modelowania za-
pasow, optymalizacji w szeroko rozumianych zagadnieniach transportowych, pro-
blemdw szeregowania zlecen czy tez optymalizacji przeptywéw produkcyjnych.

Iwona Konarzewska



Rozdziat |
Liniowa optymalizacja
zagadnien logistycznych

1. Poszukiwanie decyzji optymalnej

Prowadzenie dzialalnosci gospodarczej wymaga podejmowania decyzji. Aby byly
one racjonalne, muszg opiera¢ si¢ na solidnych podstawach, m.in. na jasno spre-
cyzowanym celu i znajomosci srodkéw koniecznych do jego realizacji. Ponad-
to funkcjonowanie na konkurencyjnym rynku oznacza koniecznos$¢ brania pod
uwage wplywu otoczenia na decyzje. Te za$, w dzisiejszych czasach, podejmuje
sie coraz szybciej. Menedzera obcigza przy tym odpowiedzialnos¢ — gdyz albo nie
moze on cofnac swoich dziatan, albo wigzatoby si¢ to z poniesieniem duzych kosz-
tow. Dlatego tak wazna staje si¢ precyzja i wybdr decyzji (sposrod wielu innych
mozliwych w danych warunkach) optymalnej lub chociaz zadowalajaco bliskiej
optymalnosci. Tym wlasnie zajmuja si¢ badania operacyjne. Obszar ich zastoso-
wan obejmuje sporzadzanie matematycznych, ekonomicznych i statystycznych
opisow (modeli) procesow decyzyjnych, charakteryzujacych sie duzg zlozonoscia
(i czesto niepewnoscia). Takie opisy umozliwiaja precyzyjne analizowanie zlozo-
nych proceséw decyzyjnych i ulatwiajg podjecie najlepszej decyzji (Miszczynski
i Miszczynska, 2002).

Logistyka dostarcza wielu danych o ilosciowym charakterze, ktore dajg sie uja¢
w ramy metod matematycznych i statystycznych. Moze to by¢ koordynacja prze-
plywu zasobow w tancuchu dostaw, realizacja zadan transportowych czy zarza-
dzanie zapasami. Pojawiajace si¢ w logistyce problemy decyzyjne czesto pokrywa-
ja sie z tymi, jakie wystepuja w ramach badan operacyjnych. Jednym z nich jest
poszukiwanie decyzji optymalnej przy znanym kryterium wyboru oraz otoczeniu
opisanym formutami matematycznymi.

Poczatki badan operacyjnych siegaja II wojny swiatowej, cho¢ rézni autorzy po-
daja odmienne wydarzenia jako moment narodzin tej dziedziny nauki. Wymienia
sie m.in. budowe statkéw transportowych typu Liberty, podczas ktérej naukowe po-
dejscie do usprawniania produkgji silnie wykazato swojg przydatnos¢. Powstajace
maszyny charakteryzowaly si¢ znacznie skréconym czasem budowy oraz zmniej-
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szonym zuzyciem surowcéw w poréwnaniu z poczatkowym okresem wprowadza-
nia ich do stuzby - byla to zastuga czynionych na biezaco analiz naukowych.

IT wojna $wiatowa okazala si¢ konfliktem, w czasie ktérego nauka rozwijala
sie szybko i na wielu ptaszczyznach. Naukowcy pracujacy na potrzeby projek-
tow wojskowych, realizowanych w USA i Wielkiej Brytanii, mieli za zadanie za-
dbac o efektywna alokacje¢ zasobow na potrzeby operacji wojskowych oraz roz-
wija¢ nowe rodzaje broni. Ich badania wigzaly si¢ z réznego rodzaju operacjami
militarnymi. Stad wzigla si¢ nazwa, ktdra przetrwata do dzi§, mimo ze obecnie ba-
dania operacyjne znajduja szerokie zastosowanie rowniez (a moze przede wszyst-
kim) poza wojskowoscig.

Boom gospodarczy, jaki pojawil si¢ w USA po zakoniczeniu wojny, sprawit, ze
zapotrzebowanie na opracowane dopiero co metody wzrosto. Produkcja przemy-
stowa stawala sie coraz bardziej ztozona i wyspecjalizowana, rosla skala dziatan
logistycznych. Klasyczne podejscie do zarzadzania, opierajace sie na osobistym
doswiadczeniu menedzera, przestalo wystarcza¢. Problemy, przed ktérymi sta-
neli menedzerowie byly podobne do tych z czasu wojny, cho¢ oczywiscie zmienit
sie kontekst. Pojawil si¢ popyt na metody usprawniajgce proces podejmowania
decyzji. Wielu naukowcéw po zakonczeniu pracy dla armii przeszio do biznesu
- przybywaly nowe rozwiazania i opracowania naukowe na ten temat. Nie bez
znaczenia byl tu réwniez szybki rozwdj komputerow (i ich upowszechnienie).

Mozna powiedzie¢, ze badania operacyjne majg zastosowanie do problemoéw,
w ktorych pojawia sie potrzeba przeprowadzenia i koordynowania ,,operacji” w ra-
mach pewnej organizacji (Hillier i Lieberman, 2015, s. 3). Poziom operacyjny
oznacza, ze efekty podejmowanych decyzji poznamy w nieodleglej przyszlosci.
Implikuje to bliski zwigzek z zarzadzaniem a przynajmniej zmusza do przyjecia
punktu widzenia konkretnej organizacji. Z tego powodu badania operacyjne po-
strzegane s3 tez jako cze$¢ mikroekonomii. Gdyby przejrze¢ katalog dostepnych
metod, przekonalibysmy si¢ o szerokim spektrum zastosowan tego typu badan.
Zaliczymy do nich nie tylko produkcje przemystowa, ale réwniez finanse, trans-
port (i ogolnie logistyke), ochrong zdrowia, telekomunikacje i wiele innych.

Konieczno$¢ podejmowania decyzji wiaze si¢ z wystapieniem problemu de-
cyzyjnego i wyborem takiej decyzji, ktéra doprowadzi do najlepszego w danych
warunkach sposobu dzialania, zmierzajacego do osiggniecia postawionego celu
(Rogalska iinni, 1991, s.9). Z problemem decyzyjnym mamy do czynienia wtedy,
kiedy zachodzg nastepujace okolicznosci:

« pojawia sie¢ decydent (osoba lub grupa oséb), ktéry musi rozwigzaé problem;

o decydent chce osiagna¢ jakis cel;

« istnieja co najmniej dwa sposoby na osiagniecie zaktadanego celu;

« istnieje otoczenie, ktére wpltywa na sposéb rozwigzania problemu lub jego

wynik.

Sam problem decyzyjny przedstawia si¢ w sposdb symboliczny, jako model,
ktory przybiera jedna z trzech postaci:
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1) ikoniczng (obrazowa) - przedstawiajaca przedmioty lub zdarzenia w zmie-
nionej skali (np. mapa);

2) analogowa - przedstawiajaca wlasciwosci badanego zjawiska za pomoca
wlasnosci innych zjawisk;

3) symboliczng (matematyczng) — opisujaca zjawisko za pomocy zaleznosci
matematycznych (réwnan lub nieréwnosci).

Biorgc pod uwage ostatnia z wymienionych postaci, wyréznimy nast¢pujace
etapy poszukiwania rozwigzania: sformutowanie problemu decyzyjnego, wybor
postaci modelu, zebranie potrzebnych danych, budowa modelu i jego rozwigza-
nie, weryfikacja wynikow, wdrozenie decyzji wskazanych przez model. Proces
podejmowania decyzji moze zosta¢ wsparty przez odpowiednio skonstruowane
modele matematyczne, zwane modelami decyzyjnymi. Zazwyczaj znajdujemy si¢
w sytuacji, w ktorej nalezy dokona¢ wyboru pomigdzy wieloma mozliwymi decy-
zjami, zwanymi decyzjami dopuszczalnymi.

W przeciwienstwie do podrecznikowych przyktadéw, wickszos¢ praktycznych
problemow jest przez decydentéw poczatkowo opisywana w niezbyt precyzyjny, sta-
bo sformalizowany sposéb. Rzadko bowiem menedzer osobiscie zajmuje si¢ budowa
modelu. Dlatego to analityk (lub inna osoba odpowiedzialna za te prace) musi udcisli¢
elementy sktadowe. Na poczatku ustala on przestanki, na podstawie ktdrych oceniane
beda decyzje. Zakladamy bowiem, ze decydent postuguje sie pewnym kryterium, po-
zwalajgcym mu odrdznic decyzje lepsze od gorszych, i ze kryterium to da si¢ przedsta-
wi¢ w postaci funkcji, zwanej funkcja celu. Zupelnie normalne jest wiec to, ze dwoch
réznych decydentéw bedzie mie¢ odmienne kryteria oceny tych samych dziatan.

Kiedy juz znamy kryterium wyboru, przechodzimy do ustalenia listy zmien-
nych sterowanych (decyzyjnych) oraz niesterowanych (parametréw) i okresle-
nia warunkdw, jakie powinna spelnia¢ podjeta decyzja. Na koniec analityk musi
przelozy¢ zebrane informacje na matematyczng wersje modelu. Pomocne w tym
bedzie programowanie matematyczne zajmujgce si¢ tworzeniem algorytmow roz-
wigzywania okreslonych klas problemdw optymalizacyjnych (Sikora i inni, 2008,
s. 10). Stowo ,,programowanie” nie odnosi si¢ do programowania komputerowego
— jest raczej synonimem planowania.

Metody ilosciowe wymagaja danych do przeprowadzania obliczen. W przy-
padku modeli optymalizacyjnych gromadzenie danych liczbowych sprowadza
sie do poznania wartosci okreslonych parametréw. Na ich podstawie wyznacza si¢
poszukiwane warto$ci zmiennych decyzyjnych.

Same decyzje podejmowane moga by¢ w réznych warunkach. W sytuacji pewno-
$ci kazdej decyzji odpowiada tylko jeden wynik z prawdopodobienstwem réwnym
1. Powiemy wtedy, ze proces jest zdeterminowany a parametry modelu sg znane
i state. W warunkach niepewnosci kazdej decyzji odpowiada wigcej niz jeden wynik
(méwimy, Ze jest to element stochastyczny). Nie znamy jednak prawdopodobien-
stwa, z jakim dany wynik moze wystgpi¢. Parametry przyjmuja bowiem rézne war-
tosci, w zaleznosci od zachowania otoczenia. Z kolei podczas podejmowania decyzji
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w warunkach ryzyka znamy prawdopodobienstwa powyzszych wynikéw. Wyréznia
sie tu ponadto podejmowanie decyzji w warunkach czesciowej informacji — kazdej
decyzji nadal odpowiada wiecej niz jeden wynik. Nie znamy co prawda prawdopo-
dobienstwa jego wystapienia, ale mozemy je oszacowa¢ dzigki znajomosci niekto-
rych charakterystyk nieznanego rozktadu prawdopodobienstwa.

W ramach naszych rozwazan postugiwa¢ si¢ bedziemy okreslona terminologia
o matematycznym charakterze. I tak, zbiér (mierzalnych) decyzji do podjecia re-
prezentowany bedzie przez zmienne decyzyjne. To wlasnie ich wartosci poszuku-
jemy. Efekty podjetych dziatan wyraza funkcja kryterium (funkcja celu) okreslo-
na na wspomnianych zmiennych. Wszelkie ograniczenia wartosci, ktére mozna
przypisa¢ zmiennym decyzyjnym, sa rowniez wyrazane matematycznie — zwykle
za pomoca nieréwnosci lub réwnan zwanych warunkami ograniczajacymi lub po
prostu ograniczeniami. Stale liczbowe, wystepujace w funkeji celu oraz w ograni-
czeniach, beda parametrami modelu - ich wartosci ustala si¢ podczas jego two-
rzenia. Stajemy wiec przed problemem wyboru takich wartosci zmiennych de-
cyzyjnych, ktdre zapewnia maksymalna (minimalng) warto$¢ funkcji celu’, pod
warunkiem spetnienia narzuconych ograniczen.

Klasyfikujac modele w najbardziej ogélny sposéb, podzielimy je na liniowe
i nieliniowe. W naszym opracowaniu skupimy si¢ na modelach liniowych, gdyz
posiadaja one wiele zalet. Po pierwsze daja szerokie mozliwosci interpretacji. Po
drugie sa dobrze zbadane, poniewaz naukowcy zajmuja si¢ nimi od kilkudziesie-
ciu lat. Po trzecie cz¢$¢ modeli nieliniowych da sie sprowadzi¢ (i sprowadza sig je)
do postaci liniowej. Mimo swojej prostoty, modele liniowe sprawdzaja si¢ w za-
skakujaco wielu obszarach.

Zapisany w formie matematycznej liniowy model decyzyjny przyjmuje postaé
modelu programowania liniowego. Zaréwno funkcja celu, jak i wszystkie ograni-
czenia wyrazone s3 przy pomocy funkcji liniowych. Zatem programowanie linio-
we (PL) obejmuje planowanie dzialan w celu uzyskania optymalnego rezultatu, tj.
takiego, ktory zapewnia osiggniecie zatozonego celu w najlepszy mozliwy sposob
(zgodnie z modelem matematycznym), spo$réd wszystkich alternatyw.

2. Programowanie liniowe

Przeanalizujmy nast¢pujacy przyklad problemu, przed ktérym moze stanaé decy-
dent. Jest to celowo uproszczona sytuacja, ograniczona do najbardziej istotnych
- z punktu widzenia procesu decyzyjnego — elementéw. Postuzy ona do zilustrowa-
nia koncepcji budowy modelu programowania liniowego w dalszej czesci rozdziatu.

1 Domyslnie w tym rozdziale przyjmujemy, ze decydent postuguje sie pojedynczym kryterium.
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Przyktad 1

Firma Paralel S.A. wytwarza czesci do sprzetu gospodarstwa domowego na za-
moéwienie zewnetrznych kontrahentéw. Zarzad firmy rozwaza podjecie produkeji
filtréw montowanych w dwdch nowych modelach odkurzaczy tego samego pro-
ducenta. Odbyly sie juz negocjacje miedzy Paralel S.A. a producentem sprzetu.
Wiadomo wigc, ze filtry do pierwszego modelu sprzedawane beda po siedem-
dziesiat zlotych za sztuke, a do drugiego - po czterdziesci. Biorac pod uwage stan
realizacji biezacych zamoéwien, zarzad Paralel S.A. jest zdecydowany na podjecie
produkcji. Musi jednak okresli¢ jej docelowa wielkos¢ i strukture w taki sposéb,
aby osiggna¢ jak najwiekszy przychod ze sprzedazy. Kontrahent gwarantuje od-
bidr kazdej liczby wyprodukowanych filtrow pod warunkiem, zZe powstang one
najpozniej w ciaggu najblizszych szesciu miesigcy. Wtedy bowiem zaplanowano
wprowadzenie odkurzaczy do sprzedazy.

Opierajac si¢ na doswiadczeniach z realizacji wczesniejszych zamdwien oraz
dysponujac dokumentacjg techniczng, pracownicy Paralel S.A. oszacowali, ze je-
den filtr do modelu pierwszego wymaga zuzycia dwoch dekagraméw tworzywa
sztucznego, za$ specjalistyczna maszyna potrzebuje jednej minuty, aby uformo-
waé wymagany ksztalt. Filtr do drugiego modelu powstawa¢ ma z jednego de-
kagrama tego samego tworzywa; na jego uformowanie potrzeba dwdéch minut.
Specyficzny proces technologiczny sprawia, ze filtry opuszczajg lini¢ produkcyjna
pojedynczo. Na potrzeby realizacji kontraktu zgromadzono dwiescie pig¢dziesiat
kilogramow tworzywa - i wielko$¢ ta nie zostanie zwigkszona. Dostepny limit
czasu pracy maszyn wynosi dwadziescia tysiecy minut - ze wzgledu na to, ze Pa-
ralel S.A. ma zobowigzania wynikajace z wczesniej podpisanych uméw. Kazdy
z filtréw, niezaleznie od modelu, zawiera wklad wykonany z wiékniny o masie
trzech dekagramow. Aby zapewni¢ dokladno$¢ filtrowania zanieczyszczen, wy-
magang przez zamawiajacego, nalezy zuzy¢ lacznie co najmniej sto pigédziesiat
kilograméw widkniny.

Roztézmy powyzszy przyklad na elementy sktadowe problemu decyzyjnego.
Decydentem w nim jest zarzad firmy Paralel S.A. Jego celem jest osiagniecie jak
najwyzszych przychodéw wynikajacych z podjetej decyzji o produkcji obu rodza-
jow filtrow. Nie naktadamy przy tym ograniczen na wielkos¢ produkcji. Zaklada-
my jedynie, ze bedzie to liczba nieujemna. Mozliwe wiec, ze najbardziej korzystne
okaze si¢ wytwarzanie tylko jednego rodzaju filtra, a by¢ moze najlepsze wyniki
finansowe zapewni roztozenie produkeji na oba wyroby.

Jak juz jednak wspomnieli$my, niekoniecznie to sam zarzad uklada model.
Analityk (lub analitycy) z pewnoscig zwrdcilby (zwrdciliby) uwage na otoczenie
wplywajace na podejmowanie decyzji. W naszym przyktadzie sprowadza si¢ ono
do procesu technologicznego, czyli zuzycia ograniczonej ilosci surowcow i wyko-
rzystania dostepnego czasu pracy. W ten sposdb wyodrebnilismy elementy skfa-
dowe i mozemy przejs¢ do budowy modelu matematycznego, a nastepnie znale-
zienia jego rozwigzania.
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Problem decyzyjny z przyktadu 1 postuzy do zilustrowania procesu tworze-
nia typowego (chociaz nieduzych rozmiaréw) zadania programowania liniowego.
Miejmy jednak na uwadze, ze jest to narzedzie zbyt wszechstronne, aby mozna
je byto w pelni opisa¢ za pomocg jednego przykladu. Dlatego kolejne elementy
i wlasnosci bedg sukcesywnie dodawane w dalszej czesci rozdziatu.

Kazdy model PL spelnia nastepujace zalozenia:

« wszystkie parametry modelu, tj. zasoby, ceny, technologie, sa znane i z gory

ustalone (deterministyczne);

« technologia jest stala, a zatem wymagania produkcyjne, jezeli problem do-
tyczy optymalizacji planu produkgji, sg ustalone w czasie planowania i nie
ulegng zmianie w analizowanym okresie;

 zmienne decyzyjne s3 zmiennymi ciaglymi i nieujemnymi;

« funkcja kryterium i funkcje definiujace ograniczenia sg liniowe — oznacza
to, ze ten sam, co do wielko$ci, przyrost zmiennej, bez wzgledu na poczatko-
wy poziom, powoduje zawsze taki sam przyrost wartosci funkcji (constant
returns to scale);

o liniowos¢ funkcji kryterium i funkcji definiujacych ograniczenia oznacza
proporcjonalnos¢ i addytywnos¢.

Z matematycznego punktu widzenia wystarcza zatozenia méwiace, ze model
musi mie¢ liniowa funkcje celu, podlegajaca réwniez liniowym ograniczeniom.
Jednak, z punktu widzenia modelowania problemu decyzyjnego, warto sformuto-
wacé dodatkowe zalozenia, ktére s3 w zasadzie implikowane przez zalozenia o li-
niowosci funkcji kryterium i ograniczen, a dotycza pewnych konsekwencji dla
modelowanego problemu.

Wymieniona w ostatnim zatozeniu proporcjonalno$¢ dotyczy zaréwno funk-
cji celu, jak i jej ograniczen. Efekt wptywu kazdej ze zmiennych decyzyjnych
na faczng wartos$¢ funkcji celu jest proporcjonalny do poziomu tej zmienne;j.
Podobnie rzecz si¢ ma z wartoscig lewej strony kazdego z ograniczen. Zalozenie to
wyklucza wykladnik inny niz réwny 1 dla dowolnej zmiennej w modelu, nieza-
leznie od tego, czy rozwazamy funkcje celu, czy funkcje po lewej stronie ogra-
niczenia. Dodatkowo zakladamy, ze kazda funkcja w modelu programowania
liniowego jest suma udzialéw poszczegélnych zmiennych. Nazywamy to wa-
runkiem addytywnosci.

Przyblizenia i uproszczenia, obecne w powyzej sformulowanych zatozeniach,
sg potrzebne, aby w ogoéle dalo si¢ model zastosowaé. Dodanie zbyt wielu szcze-
gotéw moze sprawié, ze model bedzie zbyt skomplikowany, aby przeprowadzi¢
przydatng analiz¢ problemu. To, czego naprawde potrzebujemy, to istnienie odpo-
wiednio wysokiej korelacji miedzy wynikami uzyskanymi na podstawie modelu
a tym, co faktycznie wydarzy si¢ w rzeczywistosci. W realnych zastosowaniach
powszechng jest sytuacja, w ktorej niektore z zatozen nie sa catkowicie zachowane
i musimy pogodzi¢ sie z nieduzymi odchyleniami. Powazne naruszenie ktoregos
z zalozen oznacza koniecznos¢ siggniecia po inne, zwykle bardziej skomplikowa-
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ne metody. Niektdre z nich nie dajg takich mozliwo$ci analitycznych i interpreta-
cyjnych, jak modele liniowe — cho¢ badacze caly czas pracujg nad zmniejszeniem
tej roznicy.

Na potrzeby przyktadu 1 zdefiniujmy nastepujace zmienne decyzyjne:

+ x, — wielkos$¢ produkcji filtréw modelu 1 [szt.],

+ x, — wielkos$¢ produkcji filtrow modelu 2 [szt.].

Znajac ceny sprzedazy, konstruujemy funkcje przychodu (cel decydenta), kto-
rej maksymalnej wartosci poszukujemy:

flx,, x)) = 70x, + 40x, —> max (1)

Ograniczenia wynikajace z procesu technologicznego sa opisywane przez nie-
réwnosci (2)-(4). Dolaczamy do nich warunki brzegowe (5), gwarantujace, ze
zadna ze zmiennych decyzyjnych nie przyjmie wartosci ujemne;j.

(czas [min]) x,+2x,<20 000 (2)
(tworzywo [dag]) 2x, +x,<25000 3)
(wkiad [dag]) 3x,+ 3x,>15 000 (4)
x,20,x,20 (5)

Zapiszmy og0lna posta¢ modelu programowania liniowego.

f(x) =cx, +cx, +..+cx — max/min (6)
a,x, +a,x, +.. +a,x, < b
AuXy  Ha,x, +.. +a,x, = b (7
amlxml +ak2xk2 + +amnxmn = bm

x20,%20,.,x 20 (8)

Symbolem ¢ (j=1, ..., n) oznacza¢ bedziemy parametry funkgji celu, X, (ji=1,..n)
- zmienne decyzyjne, a, (i = 1, ..., m; j = 1, ..., n) - parametry lewych stron ogra-
niczen, za$ b, (i = 1, ..., m) — warto$ci prawych stron ograniczen.

Interpretacja modeli PL nie ogranicza si¢ tylko do podania warto$ci zmiennych
decyzyjnych, dla ktorych funkecja celu osigga warto$¢ najwigksza lub najmniejsza.
Znajac rozwigzanie optymalne (oczywiscie, o ile takie istnieje), jesteSmy w stanie
odpowiedzie¢ na nast¢pujace pytania:
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1. Jak zareaguje optymalna warto$¢ funkeji celu na marginalne zmiany wybra-
nego $rodka (limitu) reprezentowanego przez okreslony wyraz wolny w ogra-
niczeniach?

2. Jakie sg granice zmian przedzialéw dopuszczalnych zmian w zasobach $rod-
kow (limitéw), dla ktorych sita i kierunek reakeji, wymienionej w poprzed-
nim punkcie, pozostajg bez zmian?

3. Jakie s3 granice przedzialéw dopuszczalnych zmian dla wspotczynnikéw
tunkgji celu, ktére nie powodujg zmiany rozwigzania optymalnego?

4. Jak zareaguje rozwiazanie optymalne na dofaczenie lub usuniecie zmiennej
decyzyjnej?

5. Jak zareaguje rozwigzanie optymalne na dofgczenie lub usuniecie ograniczenia?

Jezeli problem mozna opisa¢ przy pomocy tylko dwdch zmiennych decyzyj-
nych, wéwczas da si¢ go tez przedstawi¢, a nawet rozwigza¢ graficznie, w pro-
stokatnym uktadzie wspotrzednych. Warunki brzegowe narzucaja konieczno$¢
ograniczenia sie do jego pierwszej ¢wiartki. Wyznaczamy cz¢s¢ wspdlng nierow-
nosci i réwnan tworzacych ograniczenia modelu. Bedzie to (matematycznie rzecz
ujmujac) iloczyn wszystkich potptaszczyzn i prostych odpowiadajacych nieréw-
noéciom i réwnaniom tworzacym ograniczenia zadania PL. Jesli ograniczenia
wystepuja wylacznie jako nieréwnosci (jak to ma miejsce w przykladzie 1), zbidr
rozwigzan dopuszczalnych jest wielobokiem wypuktym.

Chcac naszkicowac dane ograniczenie w pierwszej ¢wiartce uktadu wspdtrzed-
nych, zazwyczaj zaczynamy od wyznaczenia punktéw przecigcia prostej odcina-
jacej cze$¢ plaszczyzny w ramach danego ograniczenia z osiami. Dla ogranicze-
nia (2) punkty przecigcia z osiami majg wspolrzedne odpowiednio: (0, 10000)
i (20000, 0). Na rysunku 1 umieszczono to ograniczenie, zaznaczajac obszar, ktd-
rego punkty spelniajg obowiazujacy limit.

W ten sam sposob dodajemy do wykresu nastgpne ograniczenia. Kazda
nowa polplaszczyzna odcina odpowiedni fragment pierwszej ¢wiartki ukta-
du, przy czym - obszary te czeSciowo lub catkowicie pokrywaja sie ze soba.
W efekcie tworzy sie zbioér punktoéw spelniajacych wszystkie ograniczenia jed-
nocze$nie. Na rysunku 2 reprezentuje go wielobok ABCDE. Strzatki pokazuja,
gdzie znajduja si¢ punkty spelniajace dane ograniczenie. Zbidr punktéw spet-
niajacych wszystkie ograniczenia modelu nosi nazwe zbioru rozwiazan do-
puszczalnych - i oznaczymy go jako X. Co istotne, do zbioru tego nalezg takze
jego krawedzie - w modelach optymalizacyjnych praktycznie nie wystepuja
ostre nieréwnosci. Ma to niebagatelne znaczenie przy wyznaczaniu rozwigza-
nia optymalnego. Poszukiwana przez nas optymalna decyzja odno$nie wiel-
kosci i struktury produkcji musi by¢ dopuszczalna. Z pewnoscia nalezy wiec
do zbioru X.

Jezeli istnieje cho¢ jedna decyzja dopuszczalna, tj. jezeli zbidr decyzji do-
puszczalnych jest niepusty, wowczas zadanie PL okazuje si¢ zadaniem nie-
sprzecznym.
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Rys. 1. Zbi6r punktdw spetniajacych ograniczenie (2)

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 2. Zbidr rozwigzan dopuszczalnych dla przyktadu 1

Zrédto: opracowanie wtasne.



