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Przeszukiwanie struktur
danych i znajdowanie
najkrotszych sciezek

W tym rozdziale oméwimy techniki przeszukiwania graféw, drzew i sieci oraz praktyczne zastoso-
wania przeszukiwania graféw. Przedstawimy i przeanalizujemy dwa popularne algorytmy: algorytm
przeszukiwania w glab (ang. depth-first search, DFS) oraz algorytm Dijkstry znajdowania
najkrétszych sciezek miedzy wierzchotkami w sieciach. Oba algorytmy zostang zaprezento-
wane na malych strukturach, ktére pozwolg Ci intuicyjnie zrozumie¢ ich dziatanie. Nastepnie
zaprezentujemy implementacje w Pythonie, ktére mozna wykorzysta¢ do rozwiazania rzeczy-
wistych probleméw.

W tym rozdziale oméwimy nastepujace zagadnienia:

Przeszukiwanie struktur grafowych i drzew.

Algorytm przeszukiwania w glab.

Problem najkrétszej Sciezki i jego warianty.

Znajdowanie najkrétszych sciezek metody sitows.

Algorytm Dijkstry znajdowania najkrétszych Sciezek.

Implementacja algorytmu Dijkstry w Pythonie.
Po przeczytaniu tego rozdziatu bedziesz umial wyjasnié¢ cel przeszukiwania, bedziesz wiedzat, jak
zaimplementowaé metode przeszukiwania w glab, zrozumiesz problemy zwigzane z najkrot-

sza Sciezkg i ich warianty oraz bedziesz wiedzial, jak zaimplementowa¢ algorytm Dijkstry do
znajdowania najkrétszych Sciezek.
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Przeszukiwanie struktur grafowych i drzew

W poprzednim rozdziale poznales grafy i drzewa. Pamietaj, ze w tym rozdziale, ilekro¢ bedziemy
odwolywadé sie do graféw, bedziemy mieli na mysli tez drzewa, ktére réwniez sg grafami, ale
takimi bez cykli. Tematem tego rozdzialu jest przeszukiwanie graféw. Przeszukiwanie to po prostu
przechodzenie wzdtuz krawedzi grafu w celu znalezienia $ciezek do wierzchotkéw docelo-
wych. Brzmi to bardzo prosto, ale poniewaz wiele graféow wykorzystywanych w praktyce jest ogrom-
nych, chcemy to zrobi¢ tak wydajnie, jak to tylko mozliwe.

Istnieje wiele powodow, dla ktérych mozemy cheieé¢ przeszukaé graf. Zal6zmy na przyktad,
ze cheesz wysta¢ wiadomosé przez sie¢ do pieciu znajomych mieszkajacych w pieciu r6znych mia-
stach. Z pewnoscig nie istnieje bezposrednie polaczenie miedzy Twwoim urzadzeniem a urzadzeniami
Twoich znajomych. Dlatego zanim wiadomos¢ dotrze do znajomych, musi przejsé przez wiele
urzadzen sieciowych, ktére moga by¢ reprezentowane przez wierzchotki w grafie. Poniewaz
urzadzenia sieciowe zmieniajg strukture polaczen w czasie, przechowywanie statego grafu
reprezentujacego sie¢ nie jest mozliwe. Oznacza to, ze Sciezki musza by¢ wyznaczone w mo-
mencie wystania wiadomosci. Jest to przyklad, ktéry mozemy rozwigza¢ za pomoca przeszu-
kiwania graf6w.

Osobna kwestig jest ustalenie, ktéra $ciezka nalezy przesta¢ wiadomosé. Mozesz chcieé wy-
bra¢ Sciezki, ktére zabieraja najmniej czasu na dostarczenie wiadomosci, lub $ciezki, ktére
przechodza przez nieobcigzone ruchem urzgdzenia sieciowe. Znajdowanie najkrétszej sciezki
zostanie oméwione w dalszej czesci tego rozdziatu. Na razie wystarczy, aby$ wiedzial, ze prze-
szukiwanie graféw jest czesto waznym elementem rozwigzywania takich probleméw.

Algorytmy przeszukiwania graféw nie robig zbyt wiele same z siebie. Wykorzystuje sie je za-
zwyczaj w roli elementéw sktadowych bardziej ztozonych programéw, ktére rozwigzuja wiele
probleméw, takich jak znajdowanie najkrétszych $ciezek i minimalnych drzew rozpinajacych,
wykrywanie sktadowych spéjnych, analizowanie przeplywu w sieci, dopasowywanie wierz-
chotkéw pomiedzy grupami i rozwigzywanie duzych probleméw planowania, w ktérych ist-
nieja zlozone relacje pomiedzy zadaniami.

W nastepnym podrozdziale poznasz algorytm przeszukiwania w glgh — jeden z najpopular-
niejszych algorytméw przeszukiwania grafow.

Algorytm przeszukiwania w gtab (DFS)

Przeszukiwanie grafu to w skrécie przejscie przez jego elementy w usystematyzowany sposéb.
W tym podrozdziale poznasz algorytm pozwalajacy przeprowadzi¢ taki proces. Chociaz przej-
$cie przez strukture grafu moze by¢ istotne samo w sobie, jak juz wspomnielismy, czesto jest to
podproblem, ktéry rozwigzuje siec w jakim$ bardziej ztozonym zagadnieniu grafowym. Algorytm
przeszukiwania w glab (ang. depth-first search, DFS) jest prawdopodobnie najczesciej stoso-
wanym algorytmem przeszukiwania graféw. Jest to wydajna metoda, czesto wykorzystywana
w bardziej ztozonych rozwigzaniach.

188
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Rozdziat 9. e Przeszukiwanie struktur danych i znajdowanie najkrotszych sciezek

Algorytm przeszukiwania w glab rozpoczyna prace w wierzchotku startowym, a nastepnie
przechodzi przez pierwsza zwiagzang z nim krawedz do kolejnego wierzchotka i powtarza ten
proces az do momentu, gdy nie bedzie krawedzi prowadzacych do nieodwiedzonych jeszcze
wierzcholkéw (to znaczy, dopéki nie uda mu sie wejsé najglebiej, jak to mozliwe). Po dotarciu
do konicowego wierzchotka algorytm cofa sie do ostatniego wierzcholka, ktéry ma jeszcze nieod-
wiedzonych sgsiadéw, i przechodzi od tego wierzcholka przez kolejne nieodwiedzone wierz-
chotki, az do kolejnego slepego zautka. Nastepnie algorytm ponownie sie cofa i odwiedza kolejne
nieodwiedzone jeszcze wierzchotki az do momentu, gdy wszystkie wierzchotki polaczone z wierz-
cholkiem startowym zostang odwiedzone.

Abys to dobrze zrozumial, przesledzimy dzialanie tej metody na matym grafie z rysunku 9.1.
Rozpoczniemy od wierzcholka v; i przeszukamy graf za pomocg algorytmu przeszukiwana w glab.

Zauwaz, ze nie okredlilismy, jak nalezy dokonaé wyboru sciezek. Ustalmy wiec, ze w przypadku wie-
cej niz jednej opcji wybierzemy wierzcholek o najnizszym numerze. Wierzchotki i krawedzie
w obrebie aktualnie przetwarzanej $ciezki zaznaczymy na pomaraniczowo, a poprzednio od-
wiedzone wierzchotki i wezesniej przebyte krawedzie na zielono (rysunek 9.1).

()

Krok 1. Pierwszym krokiem bedzie przejscie do wierzchotka vs. Wierzcholek ten nie sgsiaduje z zad-
nymi wierzchotkami, ktérych jeszcze nie odwiedzilismy, wiec algorytm zatrzyma sie (rysunek 9.2).

Rysunek 9.1. Graf

Krok 2. Cofamy sie do wierzchotka v;. Nastepnie bedziemy podazali kolejnymi Sciezkami, az po-
nownie dotrzemy do Slepego zaulka. Przechodzimy wiec z v1 do vs, potem do vy i dalej do vs
oraz vs, ktéry nie ma juz zadnych nieodwiedzonych sasiadéw. Ponownie nastepuje wiec zatrzymanie
(rysunek 9.3).

Krok 3. Cofamy sie do wierzchotka vs bedacego ostatnim wierzchotkiem na pomaranczowej
$ciezce, ktéry ma jeszcze nieodwiedzonych sasiadéw. Przechodzimy kolejno przez vz, vs, vg i 10,
gdzie nastepuje kolejne zatrzymanie (rysunek 9.4).
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Rysunek 9.2. Pierwszy krok w algorytmie przeszukiwania w gfab

.
>

Rysunek 9.3. Drugi krok algorytmu przeszukiwania w gtab

=
>

Rysunek 9.4. Trzeci krok algorytmu przeszukiwania w gtab
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W tym momencie wszystkie wierzchotki polaczone z v; zostaly pokolorowane, co oznacza, ze wszyst-
kie wierzchotki zostaly odwiedzone, a wiec przeszukiwanie grafu zostalo zakonczone.

Lista wierzcholk6w odwiedzonych przez algorytm jest nastepujgca:

V1, V2, Vs, Vs, U3, Vg, V7, Vg, Vg, V19

Zauwaz, ze nie odwiedzilismy wierzchotka v, ktéry nie jest polaczony z wierzchotkiem zrédtowym.
Algorytm przeszukiwania w glab nie pominie zadnego wierzchotka, ktory jest elementem tej samej
spojnej skladowej co wierzchotek startowy. Aby odwiedzi¢ wszystkie wierzchotki grafu z wieloma
sktadowymi spéjnymi, konieczne jest uruchomienie algorytmu w kazdej sktadowej osobno.

Zajmiemy sie teraz implementacjg algorytmu przeszukiwana w glab w Pythonie.

Implementacja algorytmu przeszukiwania
w gtab w Pythonie

Oczywiscie w przypadku duzych probleméw spotykanych w praktyce nie jestesmy w stanie prze-
prowadzi¢ recznego przeszukiwania w glab! Stwérzmy wiec jego implementacje w Pythonie.

Zdefiniujemy funkcje o nazwie DFS, ktéra przyjmie macierz sasiedztwa i zwréci wszystkie wierz-
chotki polgczone Sciezkg z wierzcholkiem startowym.

Implementacja bedzie sie sktadata z kilku fragment6w, ktére postaramy sie na biezaco wyjasniac.
Zaczynamy od dokumentacji, ktéra opisuje, co robi funkcja oraz jakie ma parametry wejsciowe
i wyjSciowe:

# Algorytm przeszukiwania w glgb (Depth First Search)

# WEJSCIE

# A — kwadratowa, symetryczna i binarna macierz sqsiedztwa

# source — numer wierzchotka startowego (w grafie)

#

# WYJSCIE

# vertexList — uporzqdkowana lista odwiedzonych wierzchotkéw

Nastepnie zdefiniujemy funkcje, ktéra przyjmuje macierz sgsiedztwa i numer wierzchotka zrédto-
wego. W pierwszych wierszach odejmujemy od numeru wierzchotka startowego 1 (w Pytho-
nie tablice sg indeksowane od zera), ustalamy liczbe wierzchotkéw w grafie i inicjujemy kilka

struktur danych, w tym tablice wartosci binarnych do przechowywania odwiedzonych wierzchot-
kéw, stos, ktéry ma byé uzyty w algorytmie, oraz liste wierzchotkéw, ktére odwiedzit algorytm:

def DFS(A, source):
# Zmniejszamy wartos¢ source o 1, aby unikngc bledéw
source -=1

# Znajdowanie liczby wierzchotkéw
n = A.shape[0]
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# Stworzenie zbioru nieodwiedzonych wierzchotkéw. Na poczqtek zbidr ten zawiera wszystkie wierzcholki

unvisited = [1] * n

# Inicjalizacja kolejki. Na poczqtek kolejka zawiera tylko wierzcholek startowy

stack = [source]

# Inicjalizacja listy wierzchotkéw
vertexList = []

Nastepnie funkcja zdejmuje ostatni wierzchotek ze stosu i dodaje go (jesli nie zostal jeszcze
odwiedzony) do kofica kolejki wraz z listg jego jeszcze nieodwiedzonych sgsiadéw. Operacje
te sa powtarzane az do momentu, gdy stos bedzie pusty. Na zakonczenie funkcja zwraca liste

odwiedzonych wierzchotkéw:

# Dopdki stos (zmienna stack) nie jest pusty

while stack:

# Usunigcie odwiedzonego wierzcholka ze stosu i zapisanie go do zmiennej v

v = stack.pop()

# Jezeli v nie byl wezesniej odwiedzony, oznaczamy go jako odwiedzony i dodajemy do listy

# odwiedzonych wierzchotkow
if unvisited[v]:

# Zapis i wyswietlenie numeru wlasnie odwiedzonego wierzchotka

vertexList.append(v)

# Oznaczenie wierzchotka v jako odwiedzonego

unvisited[v] = 0

# Przejscie przez wierzchotki

for u in range(n - 1, 0, -1):
# Dodanie kazdego nieodwiedzonego wierzcholka do stosu
if A[v,u] == 1 and unvisited[u] == 1:

stack.append(u)

# Zwrdcenie listy odwiedzonych wierzchotkéw

return vertexList

Kod jest juz kompletny. Aby upewnic sie, ze dziala on zgodnie z przeznaczeniem, przetestujemy go
na przykladzie, ktéry rozwigzalismy wczesniej recznie. Najpierw musimy zapisa¢ naszg macierz

sasiedztwa:

# Macierz sqsiedztwa grafu z rysunku 9.1

A = numpy.array([[0, 1, O, O, 1, 0, 0O, 0, 0, 0, 0],

[1, 0, 0, 0, O,
[0, 0, 0, 1, O,
[0, 0, 1, 0, 1,
[1, 0, 0, 1, O,
[0, 0, 1, 1, 0,
[0, 0, 0, 0, 1,
[0! 0! 0’ 0’ 1’
[0, 0, 0, 0, 1,
[0, o, 0, 0, 0,
[0, 0, 0, 0, O,
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Nastepnie nalezy wywotaé funkcje DFS z parametrem source=1, czyli z numerem wierzchotka,
od ktérego rozpoczelismy reczne obliczenia. Poniewaz numerowali$my nasze wierzchotki od 1,
a Python indeksuje tablice od 0, do element6w listy otrzymanej z wywolania musimy dodac 1:

# Uruchomienie algorytmu na macierzy sqsiedztwa A z parametrem source réwnym 1
vertexList = DFS(A,1)

# Dodanie 1 do numeréw wierzchotkéw
[x + 1 for x in vertexList]

Po uruchomieniu kodu otrzymasz ponizszy wynik:

[1, 2, 5, 4, 3, 6, 7, 8, 9, 10]

Zauwaz, ze podczas recznej implementacji algorytmu znaleZlismy doktadnie te sama liste z doktad-
nie tg samg kolejnoscig elementéw. Najwyrazniej nasz kod robi doktadnie to samo, co zrobili-
$my recznie. Jedyna réznica jest taka, ze wynik otrzymujemy niemal natychmiast. Nasza im-
plementacja algorytmu przeszukiwania w glab okazala sie wiec wielkim sukcesem!

W tym podrozdziale dowiedziales sie, czym jest algorytm przeszukiwania w glab oraz jakie sa
wybrane zastosowania. Zaprezentowali$my tez jego dziatanie na przyktadzie i zaimplemento-
wali§my go w Pythonie. Na koniec pokazali$smy, ze otrzymane wyniki sg zgodne z tymi z recz-
nych obliczen.

Pozostata czes$é rozdziatu koncentruje sie na bardzo praktycznym problemie, jakim jest znalezienie
najkrétszej Sciezki miedzy dwoma wierzchotkami w sieci lub grafie wazonym.

Problem najkrotszej sciezki i jego warianty

W tym podrozdzale skupimy sie na innym problemie zwigzanym z grafami, jakim jest znajdowanie
najkrétszych $ciezek miedzy wierzchotkami w sieci. Problem ten jest istotny w zagadnieniach
zwigzanych z routingiem, takich jak znalezienie najkrétszej trasy do celu lub najszybszego
sposobu dostarczenia wiadomosci przez sie¢ komputerows. Zagadnienie najkrétszej Sciezki
zostalo réwniez wykorzystane w problemie dotyczacym minimalizacji spalania paliwa przy
jednoczesnym precyzyjnym ustawieniu floty matych satelitéw badawczych wykorzystywa-
nych do przesylania obrazéw odleglych gwiazd.

Problem znajdowania najkrétszej Sciezki w grafach bez wazonych krawedzi zostal oméwiony
w poprzednim rozdziale. Powr6émy do niego na chwile, zanim przejdziemy do bardziej ogdlnego
problemu, ktéry dotyczy sieci (graféw wazonych). W rozdziale 8. ,,Przechowywanie i wyod-
rebnianie cech z graféw, drzew i sieci” przedstawiliSmy sposéb znalezienia najkrétszej (sktadajacej
sie z najmniejszej liczby krawedzi) Sciezki miedzy weztami v; i v; w grafie i w grafie skierowa-
nym. Byla to po prostu najmniejsza liczba n, taka, ze n-ta potega macierzy sgsiedztwa zawiera
dodatnig warto$é w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Jest to do§¢ oczywiste, poniewaz warto$é
z tej pozycji jest rowna liczbie §ciezek z vi do v; o dtugosci n.

Poniewaz zlozonosé obliczeniowa mnozenia macierzy jest niewielka (ponizej O(n®)), zaleznos§é
ta jest niezwykle przydatna, pozwala bowiem w efektywny sposob znalezé najkrétsza odleglosé
miedzy wierzcholtkami w grafach i grafach skierowanych.
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Najkroétsze sciezki w sieciach

Problemem o znacznie szerszym zastosowaniu jest zagadnienie znajdowania najkrétszej
$ciezki miedzy weztami w sieci, w ktérej wagi krawedzi reprezentujg odleglo$é miedzy wezlami.
Jest to bardzo wazny problem, ktérego rozwigzanie pozwala ustugom takim jak MapQuest,
Mapy Google i Waze znajdowaé najkrétsza trase miedzy dwoma miastami. Zapewne wielu
czytelnikéw codziennie korzysta z tych rozwigzan! Réwnowaznym problemem jest znalezie-
nie najkrétszej trasy na dostarczenie energii elektrycznej z elektrowni przez stacje przesylowe
az do naszych gniazdek. Biorac pod uwage, ze na dtuzszych trasach dochodzi do wiekszych
strat energii, inteligentna sie¢ energetyczna powinna utrzymywac odleglosci na niskim pozio-
mie, tak aby efektywnie wykorzystywa¢ energie generowang przez elektrownie.

Inne zastosowania najkrétszych $ciezek

Poza powyzszymi zastosowaniami wagi mozna réwniez interpretowaé jako co$ innego niz od-
leglosci. Na przyklad podczas korzystania z Map Google bardziej niz przebyta, odlegloscig
mozesz by¢ zainteresowany czasem potrzebnym na dotarcie do jakiego§ punktu. Trasa piesza
moze by¢ najkrétsza, ale jesli odleglo$é jest mierzona w dziesigtkach lub setkach kilometréw,
informacja o najkrétszej trasie moze by¢ zupehlie bezuzytecznal Zamiast tego krawedziom
sieci mozemy przypisa¢ wagi odpowiadajace czasowi podr6zy miedzy wezlami. Powigzanym
zagadnieniem, wykorzystywanym w rozwigzaniach takich jak Waze, jest wykorzystanie danych
o ruchu drogowym w czasie rzeczywistym do zapewnienia lepszego oszacowania czasu potrzebnego
na przejazd miedzy dwiema lokalizacjami. Ponownie odleglosé nie jest tu najwazniejszym
czynnikiem, bardziej interesuje nas najszybsza trasa (rysunek 9.5).
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503 miles

Ta|'|'an'c§s's'ee R “Jacksonville
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Orlando
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West Palm Map data ©2020 Google, INEGI

Rysunek 9.5. Na tej mapie widzimy dwie trasy. Pierwsza ma dtugos¢ 503 mil, a druga 511 mil
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Zwr6¢ uwage, ze na rysunku 9.5 Mapy Google rekomenduja dluzsza trase. Dzieje sie tak,
poniewaz ich celem jest znalezienie najszybszej trasy, ktéra bywa nieco dtuzsza. Istnieje wiele
powodéw, dla ktérych dtuzszg trase mozemy pokonaé szybciej: na krétszej trasie moze byé
wiekszy ruch, nizsze ograniczenia predkosci lub wiecej swiatel.

Traktowanie wag jako czaséw wiaze sie z zupelnie nowym obszarem praktycznych zastoso-
wan, w ktérych interesuja nas Sciezki o najkrétszym czasie. Zal6zmy, ze chcesz wystaé wiado-
mos$¢ tekstowg ze swojego telefonu na komputer znajomego. W takim przypadku o wiele bardziej
niz odleglo$é, jaka musi pokonaé sygnal, interesuje Cie op6znienie w sieci lub czas dostarcze-
nia wiadomo$ci. Znajdowanie najkrétszych Sciezek pozwala inteligentnie sterowaé ruchem
w sieci komputerowej lub w internecie.

Inng opcja jest uzycie wag, ktére reprezentujg koszt dodania krawedzi do §ciezki. Zal6zmy, ze
z przej$ciem przez krawedz wigza, sie koszty, takie jak cena paliwa lub wynagrodzenie kie-
rowcy ciezar6wki. Moze interesowaé nas znalezienie $ciezki, ktorej koszt jest najmniejszy,
nawet jesli odleglosé i czas nie sg minimalne. Zal6zmy, ze chcieliby$my wybudowaé droge
taczaca dwa miasta, ktéra przebiega przez jakies wezly posrednie. Koszty budowy dla kazdego
odcinka pomiedzy kazda parg wezl6w bedg rézne i zalezne nie tylko od odleglosci miedzy
wezlami, ale takze od uksztaltowania terenu, koniecznosci przewiezienia materialéw, zatrud-
nienia pracownikéw oraz wielu innych kwestii.

Niezaleznie od tego, czy szukamy najkrétszych $ciezek w kontekscie odleglosci, czasu, kosz-
téw, czy innych parametréw, wszystkie one sprowadzaja sie do tego samego problemu — zna-
lezienia minimalnej sumy wag taczacych dwa punkty w sieci. Mozliwo$é polgczenia tak wielu
réznych probleméw w jeden abstrakcyjny problem dotyczacy sieci pokazuje moc matematyki
w uogdlnianiu i rozwigzywaniu wielu probleméw naraz.

Definicja problemu najkrdtszej sciezki

Jak widzisz, w praktycznych zastosowaniach wagi mogg reprezentowa¢ wiele r6znych wartosci.
Warto wiec wprowadzié pewna abstrakeje od konkretnych zalozeri dotyczacych tego, co reprezen-
tuja wagi, i sformalizowaé opis problemu znalezienia najkrétszych sciezek w sieciach.

Niech N = (V, E, W) bedzie siecia, w ktérej V = {v, vy, ..., v} to zbior wierzchotkéw, E to
zbiér krawedzi taczacych pary wierzchotkéw, a W to zbior wag krawedzi. Poszukamy najkrétszej
drogi od wierzchotka v; do wierzchotka v;. Innymi stowy, chcemy znalez¢ zbiér krawedzi taczacych
v; z vj, ktorych suma wag bedzie minimalna.

Zauwaz, ze miedzy dang parg weztéw moze istnie¢ wiele réznych $ciezek lub moze nie istnie¢
zadna. Jesli Sciezki istniejg, to moze tez istnie¢ wiecej niz jedna Sciezka z minimalng suma
wag, W zwigzku z tym powinni$§my pamietad, ze jest to problem, w ktérym rozwigzanie: moze
nie istnieé¢, moze istnie¢ unikalne rozwigzanie lub moze istnie¢ wiele rozwigzan.

W wiekszo$ci praktycznych zastosowan istotna jest jedynie mozliwo$é nieistnienia rozwigza-
nia, czyli sytuacja, w ktérej v; nie jest potaczone z v; zadna $ciezks. Do sprawdzenia, czy v; jest
polaczone z vj, mozemy wykorzystaé metody z poprzedniego rozdziatu.
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Sprawdzenie, czy istnieje rozwigzanie

Przypomnijmy, ze $ciezke z v; do v; z minimalng liczbg krawedzi mozemy znalezé, potegujac
macierz sgsiedztwa, az do otrzymania dodatniej warto$ci w i-tym wierszu i j-tej kolumnie ma-
cierzy. Oczywiscie jesli v; nie jest polaczone z v;, to mozemy nigdy nie otrzyma¢ takiej warto-
§ci. Poniewaz wiemy, ile krawedzi (| E |) znajduje sie w sieci, mozemy sprawdzié, czy istnieje
Sciezka pomiedzy interesujacymi nas wierzchotkami. Sciezka nie istnieje, jezeli macierz A"
zawiera w i-tym wierszu i j-tej kolumnie zera dla wszystkich n < | E|. Tym samym wiemy tez,
ze nawet gdybysmy wykorzystali wszystkie krawedzie w sieci, to nie znalezlibysmy Sciezki (a wiec
i najkrétszej Sciezki) miedzy wierzchotkami. W przypadku, gdy wierzchotki sa polaczone, istnieje
jaka$ Sciezka, a tym samym réwniez Sciezka o minimalnej dtugosci.

Przed zastosowaniem algorytmu znajdowania najkrétszej Sciezki warto najpierw sprawdzi¢
poprzez potegowanie macierzy sasiedztwa, czy jakakolwiek §ciezka istnieje. Stwérzmy wiec
funkcje, ktéra wykona takie sprawdzenie. Funkcja ta sprawdzi, czy wierzcholki sasiadujg ze
soba. Jezeli nie, funkcja obliczy kolejne potegi macierzy sasiedztwa az do otrzymania potwier-
dzenia lub przekroczenia A'*! bez wykrycia ciezki (wtedy bedziemy pewni, ze nie istnieje
zadna §ciezka z v; do v;). W takim przypadku bedziemy wiedzieé, ze najkrotsza Sciezka nie
istnieje, i unikniemy klopotéw zwigzanych z jej poszukiwaniem!

Jezeli Sciezka istnieje, to nasza funkcja wyswietli jej dlugosé i zwréei True. W przeciwnym razie
funkcja zwréci False i wySwietli informacje, Ze nie znaleziono $ciezki:

import numpy

# Funkcja zwraca True, jezeli w macierzy sqsiedztwa istnieje polgczenie pomiedzy wierzcholkami i ij
def isConnected(A, i, j):

# Inicjalizacja macierzy sciezek i przypisanie do niej macierzy sqsiedztwa

paths = A

# Ustalenie liczby wierzchotkéw w grafie
numberOfVertices = A.shape[0]

# Ustalenie liczby krawedzi w grafie
numberOfEdges = numpy.sum(A)/2

# Jezeli vi sgsiaduje z vj, funkcja zwraca True

if paths[i-1][j-1] > 0:
print('Wierzchotek', i, 'i wierzchotek', j, 'sasiaduja ze soba')
return True

else:
# Petla trwa do momentu znalezienia sciezki
for pathLength in range(2, numberOfVertices):
# Potegowanie macierzy sqsiedztwa
paths = numpy.dot(paths, A)

# Jezeli element w i-tym wierszu i j-tej kolumnie jest wigkszy od zera, to znalezlismy Sciezke
if paths[i-1][j-1] > O:

print('Pomiedzy wierzchotkami',i, 'i', j, 'istnieje Sciezka

>0 dtugosci', pathLength)

return True

196

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/madypr
https://helion.pl/rt/madypr

Rozdziat 9. e Przeszukiwanie struktur danych i znajdowanie najkrotszych sciezek

# Brak sciezek, wierzcholki nie sq polgczone

if pathLength == numberOfEdges:
print('Nie istnieje zadna Sciezka z wierzchotka', i, 'do wierzchotka', j)
return False

Poniewaz kod umiescilismy w funkcji, jego uruchomienie nie da zadnego wyjscia. Aby cos obliczy¢,
musimy wywolaé¢ funkcje z macierza sgsiedztwa i numerami wierzchotkéw i oraz j. Zapisanie
kodu w postaci funkcji pozwala na jego ponowne wykorzystanie z réznymi danymi wejSciowymi
i daje nam mozliwos¢é sprawdzenia, czy rézne wierzcholki sg ze sobg polaczone.

W ramach testéw wykorzystamy powyzszy kod do znalezienia dtugosci $ciezek w matym grafie.
Dzieki temu bedziemy mogli fatwo sprawdzi¢ poprawno$é otrzymanych wynikéw za pomoca
diagramu sieci. W rozdziale 8. ,, Przechowywanie i wyodrebnianie cech z graféw, drzew i sieci”
analizowalismy dwa grafy pokazane na rysunku 9.6.

Rysunek 9.6. Graf G1 (po lewej) i graf Gz (po prawej)

Nazwijmy graf z lewej czesci rysunku Gy, a graf z prawej Gs. Réwnie dobrze grafy te moglyby
by¢ sieciami z wazonymi krawedziami, ale wagi nie maja znaczenia dla okreslenia, czy dwa wierz-
cholki sa ze soba potaczone:

# Macierz sqsiedztwa grafu G1

Al = numpy.array([[0, 1, 1, O, 1, O], [1, O, 1, 1, O, 1],
[1, 1, 0’ ]" ]'5 O]’ [0’ ]" ]" O’ 1’ 0]’
[1’ O’ 1! 1! 0’ 0]! [0’ 1! 0’ O’ O’ O]])

# Sprawdzenie polgczen pomigdzy niektérymi wierzchotkami
print(isConnected(Al, 1, 4))
print(isConnected(Al, 2, 3))
print(isConnected(Al, 5, 6))

W powyzszym kodzie zdefiniowalismy macierz sasiedztwa dla grafu G, i sprawdzilismy, czy kilka
par wierzcholtkéw jest ze sobg polaczonych. Kod wyswietlit nastepujace wyniki:

Pomiedzy wierzchotkami 1 i 4 istnieje Sciezka o dtugosSci 2

True

Wierzchotek 2 i wierzchotek 3 sasiadujag ze soba

True

Pomiedzy wierzchotkami 5 i 6 istnieje Sciezka o dYtugosci 3
True

Oczywiscie wyniki te sg zgodne z tym, co widzimy na rysunku 9.6. W grafie istnieje Sciezka
zv1 do vy skladajaca sie z dwoch krawedzi, krawedz laczaca v, z v; oraz trzyelementowa
$ciezka z vs do ve.
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W przypadku niektérych wierzchotkéw z grafu G; kod powinien zwrécié False. Sprawdzmy:

# Macierz sqsiedztwa grafu G2

A2 = numpy.array([[0, 1, O, O, 0, 0], [1, O, O, O, O, 1],
[0’ 0’ 0’ ]" 1’ 0]’ [0’ 0’ 1’ 0, 1, 0]’
[0’ 0’ 1’ 1’ 0’ 0]’ [0’ 1’ 0’ 0’ 0’ 0]])

print(isConnected(A2, 1, 6))
print(isConnected (A2, 2, 5))
print(isConnected (A2, 1, 4))

Powyzszy kod wyswietli nastepujace informacje:
Pomiedzy wierzchotkami 1 i 6 istnieje Sciezka o dtugosci 2

True

Nie istnieje zadna Sciezka z wierzchotlka 2 do wierzchotka 5
False

Nie istnieje zadna Sciezka z wierzchotka 1 do wierzchotka 4
False

Ponownie wyniki sg zgodne z rysunkiem prezentujacym graf Gs. Wierzchotki v, i vs sg ze soba pola-
czone, a wierzcholki vs i v5 oraz v i vy nie.

Teraz gdy znasz juz metode pozwalajacg sprawdzi¢, czy rozwiazanie istnieje, zajmiemy sie znajdo-
waniem najkrétszej $ciezki w malym problemie.

Zwrd¢ uwage, ze w przypadku duzych sieci sprawdzenie, czy potaczenie istnieje, jest
dos¢ kosztowne. W takim przypadku warto przejs¢ od razu do szukania najkrétszych
Sciezek, chociaz nalezy zdawac sobie sprawe, ze wyszukiwanie nie powiedzie sie, jesli
wierzchoftki vi i vj nie sg ze sobg potaczone.

Znajdowanie najkrotszych sciezek
metoda sitowq

Jak wspomnielismy w poprzednim podrozdziale, interesuja nas $ciezki od wierzchotka v; do wierz-
chotka v; z minimalng sumg wag krawedzi. Przyjrzyjmy sie mozliwos$ci znalezienia najkrot-
szych $ciezek za pomocag algorytmu sitowego.

Rozwaz sie¢ z rysunku 9.7, ktérg oméwilismy w rozdziale 8. ,,Przechowywanie i wyodrebnia-

nie cech z graféw, drzew i sieci”. Niech V bedzie zbiorem wierzchotkéw, E bedzie zbiorem
krawedzi, a W zbiorem wag,
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Rysunek 9.7. Sie¢

Przykladowym problemem, ktéry sprébujemy rozwiazaé, jest znalezienie najkrétszej Sciezki
z v1 do vs. Istnieje wiele $ciezek pomiedzy tymi dwoma wierzchotkami. W tabeli 9.1 wymie-
niono je wraz z ich dtugosciami.

Tabela 9.1. Wszystkie Sciezki od v1 do vz i ich diugosci. Nie pokazano sciezek, ktére ponownie
przechodzg przez ten sam wierzchotek

Sciezka z v1 do v2 Diugos¢ $ciezki
Vi-V2 4

V1-V3-V2 1+2=3
V1-V3-Va-V2 1+1+1=3
V1-V3-V5-Va-V2 1+1+2+1=5
V1-Vs5-V3-V2 2+1+2=5
V1-Vs5-Va-V2 2+2+1=5
V1-V5-Va-V3-V2 2+2+1+2=7

Analiza pelnej listy Sciezek zv1 do ve pozwala tatwo zauwazy¢, ze najkrétsze Sciezki to te znajdujace
sie w wyr6znionych wierszach. Sciezki te maja, dtugo$é trzech jednostek i sg to vi-vs-v2 oraz
V1-03-U4-02.

Zauwaz, ze Sciezki te sktadajg sie z wiekszej liczby krawedzi niz $ciezka o minimalnej liczbie
krawedzi przechodzgca bezposrednio od v; do vs, ktéra ma dlugosé 4 jednostek. Oczywiscie
dlugosé sciezki nie jest koniecznie zwigzana z liczbg krawedzi. Nie powinni§my oczekiwag,
ze najkrotsze Sciezki beda zawsze skladaly sie z najmniejszej liczby krawedzi.

W tym przykladzie po prostu wymienilismy wszystkie mozliwe Sciezki, ale w przypadku du-

zego grafu moze to by¢ niezwykle kosztowne. Zal6zmy na przyklad, ze graf z n wierzchotkami
jest kompletny, co oznacza, ze pomiedzy kazda para wierzchotkéw znajduje sie krawedz. Tak
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wiec wierzcholek vy sasiaduje z n—1 krawedziami. Wierzchotek vs ma n—2 sasiednich krawedzi
plus krawedz od v; do vs, ktéra zostala juz wezesniej uwzgledniona. Wierzcholek vs ma n—3
sasiednich krawedzi plus dwie krawedzie faczace go z v i ve. Kontynuujac ten wzorzec, w konicu
znajdujemy tylko 1 nieuwzgledniong krawedz zwigzang z wierzchotkiem v,;. W ten sposéb
mozemy obliczy¢ liczbe krawedzi w grafie. A zatem laczna liczba krawedzi jest réwna:

14243+-+n—1

Zgodnie z dowodem indukcyjnym z rozdziatu 2. ,,Logika formalna i dowody matematyczne”
suma pierwszych n—1 nieujemnych liczb catkowitych jest réwna:
(n—1n
2

Jesli graf ma na przyklad 100 wierzcholkéw, to tacznie jest w nim 0%/, = 4950 krawedzi.
W takim grafie mogg istnie¢ miliony réznych $ciezek od jednego wierzchotka do drugiego!

Ile $ciezek bedzie wiec pomiedzy para wierzchotkéw? Zatézmy, ze chcemy ustalié liczbe Scie-
zek z v1 do vs, ktére przechodzg przez k dodatkowych wierzchotkéw. Zgodnie z informacjami
z rozdziatu 4. ,Kombinatoryka z uzyciem SciPy” mamy |V|-2 krawedzie do wyboru. Liczba
$ciezek przechodzacych przez k wierzchotkéw bedzie wiec réwna:

(IVI - 2) (vl -2)!

k) TRV =2=k)

Jest to prawda dla kazdego k od 0 do |V|-2. Stad liczba $ciezek przechodzacych przez 5
dodatkowych wierzchotkéw w naszym 100-wierzchotkowym kompletnym grafie jest réwna:

(100 — 2) _ (98) _ 98! — 67910864
5 ~\5/) 51(98-5)

Oczywiscie nie ma powodu, dla ktérego w $ciezce miatoby byé tylko pie¢ dodatkowych wierz-
chotkéw. Réwnie dobrze moze ich by¢ 2, 3, 4, ..., 98, co oznacza, ze taczna liczba $ciezek to:

<98) + (98) + (98) o (98)

0 1 2 98

Chociaz sposob wyliczenia tej wartosci wykracza poza zakres niniejszej ksiazki, wiadomo, ze ta suma
jest réwna:

298 ~ 3,17 - 10%°

Tym samym podejscie oparte na metodzie sitowej jest wyraznie ograniczone! Przetestowanie
tak wielu $ciezek zajetoby catkowicie nierealng ilosé czasu. Ponadto ten 100-wierzchotkowy
graf jest dos¢ maly, zwlaszcza jesli weZzmie sie pod uwage fakt, ze na przyktad mapy, takie jak

Mapy Google, umieszczaja wierzchotek na kazdym skrzyzowaniu. Oznacza to, ze w samym
Nowym Jorku jest ponad 12 000 wierzchotkéw!
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Chociaz ta metoda jest tatwa do zrozumienia, jej praktyczne wykorzystanie jest nie mozliwe.
Potrzebne nam bedzie bardziej strategiczne podejscie pozwalajace znaleZé najkrétsza Sciezke
w sensownym czasie. Potrzebujemy skutecznego sposobu na znalezienie najkrétszych Sciezek
miedzy okreslonymi wierzchotkami w sieciach lub sieciach skierowanych przy zatozeniu, ze rozwia-
zanie istnieje. To wlasnie robi algorytm Dijkstry. Czas wiec sie z nim zapoznac!

Algorytm Dijkstry znajdowania
najkrétszych Sciezek

W tym podrozdziale oméwimy algorytm Dijkstry, ktéry stuzy do znajdowania najkrétszych
$ciezek. Przedstawimy jego dzialanie w prosty sposéb i zastosujemy algorytm recznie na malej
sieci.

Algorytm Dijkstry jest najpopularniejszym algorytmem znajdowania Sciezek w sieciach. Algorytm
zostal nazwany na cze$¢ holenderskiego informatyka Edsgera W. Dijkstry, kt6ry opracowal go
w 1956 roku. W tamtych czasach informatyka byta nowa dziedzing i na rynku istnialo niewiele cza-
sopism naukowych jej poswieconych. Dlatego autor nie opublikowat swoich odkry¢ az do 1959 roku.

Aby zrozumieé idee algorytmu i wyrobi¢ sobie intuicje, zaczniemy od prezentacji jego dziatania na
malej sieci z rysunku 9.7. Zrozumienie sposobu pracy algorytmu jest wazne, poniewaz istnieje
wiele jego odmian. Mamy nadzieje, ze nauczysz sie go dostosowywaé do wlasnych probleméw!

Tak jak w poprzednim podrozdziale, interesowaé nas beda najkrétsze Sciezki z v1 do ve. Poniewaz
wykorzystana przez nas sie¢ bylta niewielka, takie Sciezki udalo sie nam znalezé metoda sitowa, s to:

vl - 1]3 - UZ | vl— v3— v4,— vz
Kazda z nich ma dtugosé¢ 3 jednostek. W praktyce, aby znalezé najkrétsza Sciezke z vy do vs,

znalezliby$§my najkrotsze Sciezki z v1 do wszystkich wierzchotkéw po drodze do vs (tak dziata
typowa implementacja algorytmu Dijkstry).

Algorytm Dijkstry

Zaczniemy od wierzchotka v, i przejdziemy przez graf, realizujac algorytm Dijkstry. W trakcie
przejscia bedziemy utrzymywali dwie listy: liste wierzchotkéw, ktére odwiedzilismy, oraz liste
wierzchotkéw, w ktérych jeszeze nie bylismy. Na poczatku zbiér odwiedzonych wierzchotkéw
bedzie pusty, a wszystkie wierzcholki znajda sie w zbiorze nieodwiedzonych:

odwiedzone wierzchotki = { },

nieodwiedzone wierzcholki = {v1, v2, V3, U4, Us, Vs}.

W naszym problemie punktem wyjsécia (zrédtem, ang. source) bedzie wierzchotek v;. Algorytm
Dijkstry sktada sie z nastepujacych krokéw:
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Inicjalizacja. Ustaw odleglo$é od zrédta do kazdego wierzchotka na

nieskoniczonosé. Ustaw odleglosé zrédta do niego samego na 0.

Odwiedz najblizszy nieodwiedzony sasiedni wierzcholek, ktéry znajduje sie

najblizej od zrédta (w przypadku wiekszej liczby wierzchotkéw o tej samej

odleglosci mozna wybraé dowolny z nich):

a. Jesli jakiekolwiek $ciezki przechodzace przez aktualnie przetwarzany wierzchotek
sa krétsze niz dotychezas znane trasy, zaktualizuj tabele odleglosci.

b. Dla kazdej zmienionej odleglo$ci zapamietaj biezacy wierzcholek jako ,,poprzedni”.
¢. Dodaj biezacy wierzcholek do listy odwiedzonych wierzchotk6w.

Powtarzaj poprzedni punkt, az odwiedzone zostang wszystkie wierzchotki.

Algorytm Dijkstry zwréci najkrétsze $ciezki od zrédta vy do kazdego innego wierzcholka grafu. Jest
to znacznie wiecej, niz oczekiwalismy, ale w wielu zagadnieniach i tak interesuje nas co$ wiecej niz
tylko $ciezka pomiedzy okreslonymi wierzchotkami.

Algorytm Dijkstry jest przykladem algorytmu zachtannego, poniewaz w kazdym kroku wybiera naj-
krétszg Sciezke od zrédta. Oczywiscie generowanie $ciezki w oparciu o najkrétsze trasy z punktu
startowego do kolejnych punktéw na trasie nie musi prowadzié¢ do najlepszej $ciezki, ale czasami sie
to zdarza. Jesli dopisze nam szczescie, to dzieki niektérym z tych wezesnych wyboréw znajdziemy
najkrotszg trase. Jesli nie, algorytm i tak znajdzie rozwigzanie, ale zanim to zrobi, by¢ moze
bedzie musial cofnaé sie wiele razy. Proces ten nie jest szybki, ale i tak trwa to znacznie krécej
niz znalezienie trasy metodg sitows. Dzieki temu mamy szanse znalez¢ trase w rzeczywistych
problemach wielkoskalowych.

Algorytm Dijkstry zastosowany do matego problemu

Sprawdzmy, czy da sie wykona¢ te kroki dla malej sieci z poprzedniego przyktadu! W kazdym
kroku wyjasnimy, co sie dzieje, narysujemy zaktualizowang sieé, zaznaczymy biezacy wierz-
cholek i nowe krawedzie, ktére maja zosta¢ wlaczone do najkrétszej Sciezki, zaktualizujemy
tabele najkrétszych odleglosci i poprzednich wierzchotkéw oraz zaktualizujemy listy odwie-
dzonych i nieodwiedzonych wierzchotkéw.

Krok 0 (inicjalizacja). Ustaw najkrotszg odleglosé do kazdego wierzchotka na nieskoriczonosé (co).
Ustaw odleglo$¢ od zrédta do niego samego na 0 (rysunek 9.8).

Krok 1. Dodaj v; do zbioru odwiedzonych wierzchotkéw. Znajdz odlegltosci od zrédta do jego
wszystkich sasiadéw ze zbioru nieodwiedzonych wierzchotkéw. Jesli znaleziona odleglosé jest
krétsza niz aktualnie znana, zapisz ja w tabeli (rysunek 9.9).

Krok 2. Odwiedz jeszcze nieodwiedzony wierzcholek o najkrétszej dotychezas znalezionej
odleglosci od zrédla, dodaj go do zbioru odwiedzonych wierzchotkéw, znajdz odleglosci od
zrédla przez ten wierzchotek do kazdego nieodwiedzonego jeszcze wierzcholka i zapisz nowe
warto$ci, o ile s one mniejsze niz dotychezasowe (w tym przykladzie beda one wynosié 1 plus
dtugos¢ nowej krawedzi; rysunek 9.10).
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Vi Vi Vi Vi Vi Vg

Rysunek 9.8. Zerowy krok algorytmu Dijkstry

v Vi Vo Vy Vi, Vi

Rysunek 9.9. Pierwszy krok algorytmu Dijkstry

Krok 3. Odwiedz nieodwiedzony wierzcholek o najkrétszej jak dotad odleglosci od zrédia (vs).
Dodaj go do zbioru odwiedzonych wierzchotkéw, znajdz odleglosci od zrédta przez ten wierz-
chotek do kazdego nicodwiedzonego wierzcholka i zapisz wszystkie odleglosci, ktére ulegly
skréceniu.

Tym razem zaréwno vy, jak i vs znajduja sie w odleglos$é 2 jednostek od zrédta. Arbitralnie
wybierzemy wiec vy (rysunek 9.11).
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v, 0
v, 1+2=3 v,
v, 1 v,
v, 1T+1=2 v
v, 2 v,
A oo

V. Var Vi Vs Vs

vV, V.,V V,V,V

T3 Ta 275" U6

Rysunek 9.11. Trzeci krok algorytmu Dijkstry

Odleglosé do vs wynosi 2 + 1 = 3, co nie jest lepsza warto$cia. Odleglosé do vs wynosi 2 + 2 = 4,
co tez nie jest poprawne. W tym kroku nie dokonamy wiec zadnych aktualizacji i po prostu przej-
dziemy do nastepnej najkrétszej odleglosci na liscie.

Krok 4. Odwiedz kolejny nieodwiedzony jeszcze wierzcholek o najkrétszej znalezionej do tej pory
odleglosci (vs), dodaj go do zbioru odwiedzonych wierzchotkéw, znajdz odlegtosci od Zrédta
przez ten wierzchotek do kazdego nieodwiedzonego wierzchotka i zapisz wszystkie odlegloéci, ktére
ulegly skréceniu.
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Wierzchotek vs nie ma juz zadnych nieodwiedzonych sasiadéw (rysunek 9.12). Przejdzmy wiec
do kolejnego kroku.

Vi VoV, Vg VvV,

Rysunek 9.12. Czwarty krok algorytmu Dijkstry

Krok 5. Odwiedz nieodwiedzony wierzcholek o najkrétszej znalezionej jak dotad odleglosci
od zrédta (vs), dodaj go do zbioru odwiedzonych wierzchotkéw, znajdz odlegtosci od zrédta przez
ten wierzcholek do kazdego nieodwiedzonego wierzchotka i zapisz wszystkie odleglosci,

ktére ulegly skréceniu (rysunek 9.13).

VW"V V,V,V, Vv

273 T4 s 6

Rysunek 9.13. Pigty krok algorytmu Dijkstry

Kup ksigzke

3+1=4
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Krok 6. Odwiedz nicodwiedzony wierzcholek o najkrétszej znalezionej jak dotad odleglosci
od zrédta (vs), dodaj go do zbioru odwiedzonych wierzchotkéw, znajdz odleglosci od Zrédta
przez ten wierzcholek do kazdego nieodwiedzonego wierzcholka i zapisz wszystkie odleglosci, ktére
ulegly skréceniu (rysunek 9.14).

Odwiedzone
wierzchotki

Nieodwiedzone
wierzchotki

Wierzchotek l:zjgg:;gzg \zg?zrgﬁ g?eik
v, 0
v, 3 Vs
v, 1 Yy
v, 2 vy
v, 2 vy
v, 4 v,

Vi Vi Vi Vy Vg Vg

Rysunek 9.14. Szésty krok algorytmu Dijkstry

Zbiér nieodwiedzonych wierzcholk6éw jest teraz pusty, a najkrétsza odleglos$é do v2 wynosi 3
jednostki. Zgodnie z tabelg z rysunku 9.14 ostatnig krawedzig najkrétszej Sciezki jest krawedz
od v; do vs. Wierzchotkiem poprzedzajacym vs w najkrétszej Sciezce jest vy. Stad najkrétsza

Sciezka od v; do v; to:

V1-V3-7V;

Znaleziona $ciezka i jej dtugos¢ odpowiadaja wartosciom, ktére znalezlismy weze$niej metoda
sitowa. Tym razem jednak zastosowaliémy bardziej systematyczne podejscie. Zapiszmy tez
dodatkowe wyniki, ktére daje nam algorytm Dijkstry, czyli najkrétsze $ciezki od v do kazdego
innego wezla. Podsumowanie wynikéw znajduje sie w tabeli 9.2.

Tabela 9.2. Najkrotsze Sciezki od vi do kazdego innego wierzchotka znalezionego za pomoca

algorytmu Dijkstry

Wierzchotek koncowy Sciezka Odlegtos¢
V2 Vy « V3 & Uy 3

V3 V3 < Vg

Va Vy & V3 & Vg 2

Vs Vg < Uy 2

Ve Vg <« Uy ¢ U3z ¢ Uy 4
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W tym podrozdziale poznales algorytm Dijkstry wykorzystywany do znajdowania najkrot-
szych $ciezek miedzy wierzchotkami w sieci. Pokazalismy tez, jak mozna zastosowaé go recz-
nie w przypadku malej sieci. Teraz gdy rozumiesz juz, jak dziata ten algorytm, sprébujmy
zaimplementowa¢ go w Pythonie, tak aby$ mégl rozwigzywaé jeszcze wieksze problemy!

Implementacja algorytmu Dijkstry
w Pythonie

Wiesz juz, jak dziata algorytm Dijkstry, teraz zajmiemy sie jego implementacjg w Pythonie.

Dane wej$ciowe do algorytmu to sieé i wierzchotek Zrédlowy. Najprostszym sposobem repre-
zentacji sieci jest uzycie macierzy wag, ktéra zostala wprowadzona w rozdziale 8. ,,Przecho-
wywanie i wyodrebnianie cech z graféw, drzew i sieci”. Sieé¢ z rysunku 9.7 wraz z odpowiada-
jaca jej macierza wag pokazano na rysunku 9.15.

0410 20
0 2 10 1
1 20110
Wl_[llll.’()
2 01 2 00
01 0000

Rysunek 9.15. Mafa siec i jej macierz wag

W kontekscie problemu najkrétszej trasy macierz wag mozna nazwa¢ macierza odleglosci. My jed-
nak powstrzymamy sie od stosowania tego okreslenia, poniewaz jak miales okazje przekonaé
sie w poprzednich podrozdzialach, problemy z najkrétsza $ciezka moga, ale nie musza odnosi¢
sie do odlegtosci.

Wynikiem dziatania algorytmu bedzie tabela, taka jak ta w prawym gérnym rogu rysunku 9.14.
Tabela ta bedzie zawierata najkrétsze odleglosci z wierzchotka Zrédlowego do kazdego z pozosta-
tych wierzchotkéow.

Tabele 9.2 mozna wygenerowa¢ réwniez bezposrednio w kodzie algorytmu, ale my zrobimy
to poza nim.
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Stworzymy funkcje, ktéra przyjmie macierz wag i wierzchotek Zrédlowy, wykona algorytm
Dijkstry i zwréci tabele. Poniewaz kod bedzie do$é¢ dtugi, pokazemy go we fragmentach wraz
z ich wyjasnieniem.

Najpierw zaimportujemy NumPy i stworzymy krétka dokumentacije, ktéra podsumuje dziatanie
kodu. Jest to dobra praktyka podczas tworzenia nowej funkcji lub duzej porcji kodu:

import numpy

# Implementacja algorytmu Dijkstry znajdujgca najkrétsze sciezki do

# wszystkich innych wierzcholkéw w grafie

#

# WEJSCIE

# W — kwadratowa macierz wag

# i — numer wierzchotka startowego

#

# WYJSCIE

# shortestDistances — tablica najkrétszych odleglosci od wierzcholka startowego do pozostatych
#

# previousVertices — tablica przedostatnich wierzchotkéw w Sciezce od wierzchotka poczqtkowego
#

Teraz zdefiniujemy funkcje o nazwie Dijkstra, ktéra przyjmie macierz wag W i wierzchotek
startowy v;. Na poczatku musimy ustalié¢ liczbe wierzchotkéw i zainicjowac kilka tablic, ktére
beda zawieraly dane dotyczace wierzchotkéw, w tym informacje, czy zostal on odwiedzony.

Ustawimy réwniez odleglosci do wszystkich wierzchotkéw na e, odleglosé wierzchotka Zrédto-
wego do niego samego na 0 i oznaczymy wierzchotek Zrédlowy jako odwiedzony:

def Dijkstra(W, i):
# Ustalenie liczby wierzcholkéw w grafie

n = W.shape[0]

# Inicjalizacja tablicy shortestDistances
shortestDistances = numpy.array([numpy.inf] * n)

# Inicjalizacja tablicy previousVertices
previousVertices = numpy.array([numpy.inf] * n)

# Inicjalizacja zbioru nieodwiedzonych wierzcholkéw. Na poczqtku znajdg sig w nim wszystkie wierzcholki
unvisited = numpy.array([1] * n)

# Oznaczenie wierzchotka startowego jako odwiedzonego
unvisited[i - 1] =0

# Ustawienie odleglosci pomiedzy wierzchotkiem startowym i nim samym na zero
shortestDistances[i - 1] = 0

Nastepnie stworzymy petle, ktéra bedzie przechodzié przez wierzcholki. W petli znajdziemy
najblizszy nieodwiedzony wierzchotek (x) i go odwiedzimy:
# Petla po wierzcholkach. Petla zakoniczy sie, gdy zbiér nieodwiedzonych wierzcholkéw bedzie pusty

for _ in range(n):
# Znajdowanie odleglosci do wszystkich sqsiednich wierzchotkéw
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# Odleglosci do pozostalych ustawiane sq na zero
distances = shortestDistances * unvisited

# Znajdowanie najblizszego nieodwiedzonego wierzchotka (distances > 0)
X = numpy.argmin(numpy.ma.masked where(
distances == 0, distances))

# Oznaczenie wierzchotka x jako odwiedzony
unvisited[x] = 0

W nastepnym etapie przejdziemy przez wierzcholki kolejna petla. Jesli jakikolwiek sasiedni
i nieodwiedzony jeszcze wierzchotek znajduje sie blizej wierzchotka zrodtowego (przy przej-
$ciu przez biezacy), zapiszemy jego nowa, krétszg odleglosé od Zrédta oraz oznaczymy biezacy
wierzcholek jako przedostatni w tej najkrétszej Sciezce znalezionej do tej pory przez algorytm:

# Przejscie przez wierzchotki
for v in range(n):

oldDistance = shortestDistances[v]
newDistance = shortestDistances[x] + W[v,x]
adjacent = W[v,x] > 0

unvis = unvisited[v]

# Jezeli v i x sq ze sobq polgczone, a wierzcholek v nie zostal znaleziony, to szukamy
#najkrotszej trasy do v...
if adjacent and unvis and oldDistance > newDistance:
# Zapamietanie najkrétszej znalezionej do tej pory Sciezki
shortestDistances[v] = shortestDistances[x] + W[v,x]
# Zapamigtanie poprzedniego wierzchotka
previousVertices[v] = x

Na koniec wy$wietlimy tabele, takg jak ta w prawym gérnym rogu rysunku 9.14. Zwré¢é uwage,
ze do numeréw wierzchotkéw dodajemy 1, aby poradzié sobie z faktem, ze Python numeruje
wierzcholki od 0 (my numerujemy je od 1). Na wypadek, gdyby$my cheieli potaczyé algorytm
z inng funkcja, zwracamy réwniez te same informacje w postaci, w jakiej przechowuje je Python:
# Wyswietlenie tabeli podobnej do tej z ksigzki
print (numpy.array([numpy.arange(n) + 1, shortestDistances,
previousVertices + 1]).T)

# Zwrdcenie wartosci
return shortestDistances, previousVertices

Po stworzeniu implementacji algorytmu Dijkstry powinniSmy ja przetestowa¢. Nasza imple-
mentacja powinna zadziataé nawet w przypadku duzych probleméw, ale zawsze powinnismy
przetestowaé nowy kod (zwlaszcza dtugi) na problemie ze znanym rozwigzaniem, aby upewnic sie
co do poprawnosci jego dziatania.

Przyktad — najkrétsze Sciezki

Wezmy macierz wag malej sieci z rysunku 9.15 i sprawdzmy, czy algorytm zwrécei poprawne
wyniki pokazane na rysunku 9.14.
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Najpierw zapiszemy macierz wag w postaci tablicy NumPy:

# Stworzenie macierzy wag dla sieci z rysunku 9.15

W1 = numpy.array([[0, 4,
[4!
[1,
[0!
(2,
(o,

B

B

B

B

_= O = N O

B

Nastepnie wywolamy funkcje Dijkstra z macierza W1 i wierzchotkiem v;:

]-s

O, R, ON

0:

OoOMN O = =

0] E
1] 2
0] E
O] 2
0] E]
o11)

# Uruchomienie algorytmu Dijkstry z punktem startowym w wierzcholku vl

Dijkstra(Wl, 1)

Kod wyswietli nastepujacy wynik:

[[ 1. 0. inf]
[ 2. 3. 3.]
[3. 1. 1.]
[4. 2. 3.]
[ 5. 2. 1.]
[6. 4. 2.1]

(array([0., 3., 1., 2., 2., 4.]), array([inf, 2., 0., 2., O.,

Tablica wyswietlona jako pierwsza zawiera te same warto$ci, co znaleziona przez nas recznie

tablica z rysunku 9.14.

Druga wy$wietlona warto$¢ (czyli to, co zwrécila funkeja) zawiera dwie prawe kolumny z ta-
blicy z rysunku 9.14. Wartosci te sa jednak mniejsze o 1, poniewaz indeksowanie w Pythonie

rozpoczyna si¢ od zera.

Wyswietlone dane moze i sg ciekawe, ale co z wlasciwymi $ciezkami? Wygodnie byloby wy-
generowaé same $ciezki, tak jak zrobilismy to recznie w tabeli 9.2. W przypadku dtugiej Sciezki caty
proces bylby jednak bardzo zmudny, dlatego stworzymy funkcje, ktéra zrobi to za nas!

Najpierw zdefiniujemy nowa funkcje i zainicjalizujemy niektére zmienne i listy:

# Funkcja odtwarza najkrdtsze sSciezki z source do destination na podstawie previousVertices i je wyswietla
def printShortestPath(shortestDistances, previousVertices, source, destination):
# Uwzglednienie réznic w indeksowaniu

source -= 1
destination -= 1

# Konwersja previousVertices na int
previousVertices = previousVertices.astype(int)

# Inicjalizacja listy elementow Sciezki. Przypisanie do niej wierzchotka docelowego

path = [destination]
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Nastepnie w petli bedziemy dodawaé poprzednie wierzchotki z tabeli, az dotrzemy do Zrédta:

# Dodawanie poprzednich wierzcholkéw z previousVertices az do momentu osiggnigcia wierzcholka startowego
for _ in range(previousVertices.shape[0] - 1):
# Jezeli wierzcholek startowy znajduje sie w Sciezce, petla jest przerywana
if path[-1] == source:
break
# Jezeli wierzcholek startowy nie znajduje sig w Sciezce, dodawany jest do niej kolejny wierzcholek
else:
path.append(previousVertices[path[-1]])

Na koniec stworzymy i wypiszemy laficuch znakéw podobny do drugiej kolumny tabeli 9.2:
# Inicjalizacja wyjsciowego taricucha znakéw

output = []

# Przejscie przez Sciezke od tylu (od wierzcholka startowego do wierzchotka docelowego)
for i in numpy.flip(path):
# Stworzenie listy tancuchdw znakéw
if i>0:
output.append('->")

output.append('v' + str(i + 1))
# Wyswietlenie laricuchéw znakdéw bez spacji

print('Sciezka =', *output, '\t\t Odlegtosé¢ =',
shortestDistances[destination])

Uruchomimy kod, aby znalezé najkrétsze $ciezki od v1 do innych wierzchotkéw:

for i in range(2,7):
printShortestPath(shortestDistances, previousVertices, 1, i)

Po uruchomieniu kod wypisze nastepujace informacje:

Sciezka = vl -> v3 -> v2 Odlegtosé = 3.0
Sciezka = v1 -> v3 0dlegtosé = 1.0
Sciezka = vl -> v3 -> v4 Odlegtosé = 2.0
Sciezka = vl -> v5 Odlegtosé = 2.0
Sciezka = vl -> v3 -> v2 -> v6 Odlegtosé = 4.0

Jak widzisz, otrzymane wartosci sg zgodne z tabela 9.2.

W tym przykladzie wszystko wyglada $wietnie. Sp6jrzmy jednak na trudniejszy — sie¢, w ktérej
pomiedzy niektérymi parami wierzchotkéw nie istnieje zadna $ciezka.

Przyktad — sie¢ bez potaczenia

Rozwaz sieé i macierz wag z rysunku 9.16.

211

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/madypr
https://helion.pl/rt/madypr

Matematyka dyskretna dla praktykow

Rysunek 9.16. Sie¢ bez potaczenia
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Ten graf sktada sie z dwoch sktadowych spéjnych, ktére nie sa potaczone ze sobg zadnymi krawe-
dziami, a zatem nie istnieje najkrétsza Sciezka miedzy wierzchotkami pochodzacymi z r6znych
sktadowych. W zwigzku z tym nasza implementacja algorytmu Dijkstry nie zadziata z taka macierza

wag. Aby znaleZé najkrétsze $ciezki, musimy najpierw dostosowa¢ nasze metody.

Zaczniemy od zapisania macierzy wag w postaci tablicy NumPy:

# Macierz wag dla sieci z rysunku 9.16

W2 = numpy.array([[0, 4, 0, O,

(4, 0, 0,
(0, 0,
[0! 0!
(0, 0,
[0! 1!

o b~ = O

0

oON O

OO N B~O O

B

s

0],
1] E]
0] E
O] 2
0] E

011)

Nastepnie stworzymy malg funkcje, ktéra wykona kilka czynnosci: (1) za pomocg funkcji
isConnected znajdzie wszystkie wierzchotki potaczone z weztem zrédlowym; (2) uruchomi

algorytm Dijkstry, aby znalez¢ najkrétsze Sciezki:

# Znajdowanie najkrétszych sciezek pomiedzy polgczonymi ze sobq wierzcholtkami

def distancesWithinComponent (source):

# Inicjalizacja listy reprezentujgcej spdjng skladowq

component = [source]

# Tworzenie spdjnej skladowej
for i in range(1, W2.shape[0] + 1):

if i != source and isConnected(W2, source, i):

component.append (i)

# Znajdowanie macierzy wag spdjnej sktadowej

subnetwork = W2[numpy.array(component) - 1,:][:,numpy.array(component) - 1]

# Uruchomienie algorytmu Dijkstry

return Dijkstra(subnetwork, 1)
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Uruchommy algorytm z wierzchotkiem zrédtowym v;:

distancesWithinComponent (1)

Kod wyswietli nastepujacy wynik:

Wierzchotek 1 i wierzchotek 2 sasiadujag ze sobg
Pomiedzy wierzchotkami 1 i 6 istnieje Sciezka o dtugosSci 2

[[ 1. 0. inf]
[2. 4. 1.]
[3. 5. 2.]]

(array([0., 4., 5.]1), array([inf, 0., 1.1))

Zauwaz, ze wynikowa tabela jest nieco zmodyfikowana. Pierwsza kolumna powinna zawieraé
warto$ci 1, 21 6. Jednak stworzylisSmy podsieé i zmieniliSmy numeracje wierzchotkéw na 1, 2
i 3. Wyraznie widzimy, ze najkrétsza $ciezka od v; do vs przebiega po taczacej je krawedzi o dtugosci
4. Najkrétsza Sciezka od v; do ve przechodzi zas przez vs i ma dlugosé 5.

Nastepnie wywotamy funkcje z wierzchotkiem startowym z drugiej sktadowej (v3).

distancesWithinComponent(3)

Kod wyswietli nastepujacy wynik:

Wierzchotek 3 i wierzchotek 4 sasiaduja ze sobg
Wierzchotek 3 i wierzchotek 5 sasiaduja ze soba

[[ 1. 0. inf]
[2. 1. 1.]
[3. 3. 2.]1]

(array([0., 1., 3.]), array([inf, 0., 1.1))

W tym wywolaniu wierzchotkami sg vs, v4 i vs. Najkrotsza $ciezka od v; do v przechodzi po
prostu przez laczacy je krawedz i ma dlugosé 1. Najkrotsza Sciezka od vs do v4 przechodzi
przez vs i ma dlugosé 3. W przypadku malego grafu wyniki sg do$¢ oczywiste, ale dobrze
wiedzie¢, ze mozemy wykorzystaé napisany przez nas kod do znajdowania $ciezek w grafach
niespéjnych.

Podsumowanie

W tym rozdziale wykorzystalismy struktury grafowe, w tym drzewa i sieci, ktére poznales w roz-
dziale 8. ,,Przechowywanie i wyodrebnianie cech z graféw, drzew i sieci”. W rozdziale omo6-
wilismy kilka praktycznych probleméw zwigzanych z grafami i przedstawiliSmy popularne
algorytmy ich rozwigzywania.

Zaczelismy od zagadnienia przeszukiwania graféw, w ktérym przechodzimy przez graf, aby odkryé
jego strukture i ewentualnie wykona¢ pewne obliczenia w kazdym wierzchotku. Nastepnie
zaprezentowali§my algorytm przeszukiwania w glab — prawdopodobnie najpopularniejszy
algorytm przeszukiwania graféw. Przed pokazaniem implementacji w Pythonie przeanalizowali$my
jego reczng implementacje na matym grafie. Obie implementacje daly te same wyniki.
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Nastepnie przeszlismy do bardzo praktycznego problemu, jakim jest znajdowanie najkrot-
szych §ciezek miedzy wierzcholtkami w sieciach. Zagadnienie to odgrywa istotng role w znaj-
dowaniu optymalnych tras podrézy, trasowaniu wiadomosci w sieciach komputerowych, wydajnym
dostarczaniu energii elektrycznej w sieciach elektrycznych i w wielu innych obszarach. Poniewaz
w niektérych sieciach nie istniejg $ciezki pomiedzy pewnymi wierzchotkami, stworzylismy krétka
procedure sprawdzania, czy wierzchotki sa ze sobg potaczone §ciezks. Nastepnie wykorzysta-
lismy kilka metod z rozdziatu 4. ,Kombinatoryka z uzyciem SciPy”, aby pokazad, ze znalezie-
nie §ciezki metody sitows jest praktycznie niewykonalne.

Poniewaz metoda sitowa nie data oczekiwanych rezultatéw, w kolejnym podrozdziale przed-
stawilismy algorytm Dijkstry do znajdowania najkrétszych tras z wierzcholtka zrédtowego do
innego wierzchotka w sieci. Jest to zachtanny algorytm, ktéry w kazdej iteracji podejmuje
najbardziej optymalng decyzje. Najpierw zaprezentowalismy dziatanie algorytmu krok po kroku na
malym problemie, tak abys lepiej zrozumiat jego dziatanie.

W ostatnim podrozdziale zaimplementowalismy od podstaw algorytm Dijkstry w Pythonie.
Nasza implementacja dziala tak samo jak w przykladzie, ktry rozwiazalismy recznie. Kod wygene-
rowal dokladnie te samg optymalng $ciezke, ale dodatkowo pokazalismy, jak poprzez uzycie
innej macierzy wag i innego wezla zrédtowego mozemy natychmiast zastosowac go do znale-
zienia Sciezki w innej sieci.

Teraz przejdziemy do trzeciej cze$ci ksigzki, ktéra koncentruje sie na praktycznych zastosowaniach
poznanych zagadnien, w tym na zastosowaniu regresji liniowej w uczeniu maszynowym, wyszuki-
waniu w sieci za pomocg algorytmu Google PageRank oraz na analizie gléwnych sktadowych,
czyli na metodzie redukcji wymiaréw, ktéra pozwala nam przechowywaé duze zbiory danych
za pomocg mniejszej liczby zmiennych.
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Matematyka dyskretna — poznaj, zrozum, zastosuj!

Mimo Ze osiggniecia matematyczne staty sie podwalinami algorytmiki, wielu inzynierdw nie w petni
rozumie reguty matematyki dyskretnej. Nawet jesli nie stanowi to szczedélnedo prablemu w codzienngj
pracy, w koricu okazuje sie, Ze matematyka dyskretna jest niezbedna do osiggniecia prawdziwej biegtosci
w operowaniu algorytmami i w pracy na danych. Co wiecej, znajomos¢ tej dziedziny bardzo utatwia
rozwigzywanie problemdw z zakresu uczenia maszynowedo. W ten sposob praktyczna biegtosé

w matemnatyce zauwazalnie poprawia wyniki pracy inzynierow.

Ta ksigzka jest kompleksowym wprowadzeniem do matematyki dyskretnej, przydatnym dla kazdedo,

kto chce pogtebic i ugruntowac swoje umiejetnosci informatyczne. W zrozumiaty sposdb przedstawiono tu
metody matematyki dyskretnej i ich zastosowanie w algorytmach i analizie danych, wtgczajgc w to techniki
uczenia maszynowedo. Zaprezentowano réwniez zasady oceny ztozonosci obliczeniowej aldorytmow

i uzywania wynikéw tej oceny do zarzadzania praca procesora. Omdowiono takze sposoby przechowywania
struktur grafowych, ich przeszukiwania i znajdywania sciezek miedzy wierzchotkami. Pokazano tez,

jak wykorzystac przedstawione informacje podczas postugiwania sie bibliotekami Pythona, takimi

Jjak scikit-learn i NumPy.

W ksigzce miedzy innymi:

== terminolodia i metody matematyki dyskretnej

== zastosowanie metod matematyki dyskretnej w algorytmach i analizie danych
== aldebra Boole'a i kombinatoryka w podstawowych strukturach algorytmow
== rozwigzywanie probleméw z dziedziny teorii graféw

== zadania zwigzane z uczeniem maszynowym a matematyka dyskretna
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