Rozdzial 5

Powierzchnie w przestrzeni
Euklidesowej w E°

5.1 Powierzchnia i jej przedstawienia parametryczne

Definicja 5.1. Zbiér X C E? punktéw przestrzeni euklidesowej E® nazywamy
platem prostym, jezeli istnieje odwzorowanie f wzajemnie jednoznaczne i ciagte
domknietego prostokata D na zbior X.

Wprowadzamy w przestrzeni E2 prostokatny uktad osi wspéirzednych i rozwazmy
zbiér punktéw X punktéw (z!, 22 23) € E3 takich, ze 2° = f(a!,2?), gdzie f
jest funkcjg okreslona i ciagla w domknietym prostokacie

D= {(z},2?): 2t €[a,b] A2? € [c,d]}

Tak okreslony zbiér X jest przykladem plata prostego. Rozwazmy przestrzen
E? odniesiong do prostokatnego uktadu osi wspélrzednych, ktérej elementami sg
punkty (u!,u?). Wéwczas plat prosty X mozemy traktowaé jako hodograf cigglej
i réznowartosciowej funkcji wektorowej

r(ut,u®) = [2' (uh,u?), 2% (u' u?), 27 (uh, u?) (5.1)
okreslonej w domknietym prostokacie D (patrz rys. 5.1).

Definicja 5.2. Funkcje r(u', u?) wystepujaca we wzorze (5.1) nazywamy przed-
stawieniem parametrycznym plata X, zas réwnanie (5.1) nazywamy réwnaniem
parametrycznym tego plata, przy czym ul i u? nazywamy parametrami.
Platem prostym nie jest np. sfera lub powierzchnia boczna walca.

Definicja 5.3. Powierzchnia nazywamy zbiér S punktéw przestrzeni euklideso-
wej E3, jezeli kazdy punkt P € S ma otoczenie V w zbiorze S homeomorficzne
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Rysunek 5.1.

z podzbiorem otwartym przestrzeni euklidesowej E2. Odwzorowanie f nazywamy
homeomorfizmem gdy f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym oraz od-
wzorowania f i f~! sa ciagte.

Definicja 5.4. Otoczenie V punktu P w zbiorze S nazywamy cze$¢ wspdlna
zbioru S i otwartego zbioru przestrzeni E3, zawierajacego punkt P.
Przyktadem powierzchni moze by¢ np. sfera lub powierzchnia boczna walca.
Oméwimy teraz sposoby okreslenia powierzchni w przestrzeni euklidesowej E3.
Powierzchnie w przestrzeni euklidesowej E2 mozna okreéli¢ w nastepujacej po-
staci:
— postaé jawna:
=232 2%) lub 2= f(x,y) (5.2)

— postaé¢ uwiklana:
F(z', 22, 2%) =0 lub F(z,y,2) =0 (5.3)

— postac parametryczna:

ot =2l (uh u?), 2? =2%(u,u?), 2 =23t u?) lub
1,2 1,2 1,2 (5:4)
z=x(u,u’), y=yu,u”), z=z(u,u’)
— postaé¢ wektorowa:
r=r(ut,u?) = o' (ulu?), 2 (ul u?), 2 (uh u?) (5.5)

Definicja 5.5. Mowimy, ze powierzchnia S jest kalsy C”, jezeli kazdy jej punkt
ma otoczenie V' w S, dla ktérego istnieje przedstawienie parametryczne (5.1)
klasy C".
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5.2. WSPOLRZEDNE KRZYWOLINIOWE (WSPOLRZEDNE GAUSSA)

Definicja 5.6. Punkt P powierzchni (odpowiadajacy parametrom u, u?) nazywa
sie regularnym jezeli
71 (ug, ug) X T2 (ug, ug) # 0 (5.6)
gdzie
or or
Tl = w, ro — ﬁ
W przeciwnym razie (tzn. jezeli w danym punkcie dla kazdej parametryzacji
r1 X rg = 0) punkt nazywa si¢ osobliwym.

Definicja 5.7. Powierzchnia nazywa sie powierzchnig regularng w pewnym oto-
czeniu, jezeli wszystkie jej punkty lezace w tym otoczeniu sa regularne.

Uwaga 5.1. Jezeli zamiast réwnania parametrycznego r = r(u', u?) rozpatrywaé
bedziemy postaé¢ parametryczna (5.1), to warunek (5.6) sprowadzi si¢ do postaci

1 2
Ty I1 X3

=2 .

rang |71 % ] (57)

gdzie 2k = 92k, j =1,2.
Punktami osobliwymi moga by¢ np. ostrza powierzchni w rodzaju wierzchotka
stozka. Punkty te réwniez moga sie uktadaé¢ wzdluz pewnych linii i np. stanowié¢

krawedzie, wzdtuz ktérych powierzchnia sie zalamuje (krawedzie zwrotu).

5.2 Wspodlrzedne krzywoliniowe
(wspélrzedne Gaussa)

Przy danym przedstawieniu parametrycznym r = r(u', u?) wartosci parametréw

ul, u? okredlaja polozenie punktu na powierzchni.

Definicja 5.8. Parametry u', u? nosza nazwe wspélrzednych krzywoliniowych

lub wspétrzednych Gaussa na powierzchni.

Jezeli ustalimy warto$é jednej wspélrzednej np. u?, a druga u' bedziemy zmie-
niali, to odpowiednie punkty beda lezaly na linii okre$lonej réwnaniem
u? = const, ktéra nazywamy linia wspoétrzednej u! lub krécej linia u' (jest to
na ogdl linia krzywa, stad nazwa ,wspélrzedne krzywoliniowe”). Wszystkie linie
u! (dla réznych ustalonych u?) tworza rodzine, z ktérej zadna para nie przecina
sie w obszarze nie zawierajacym punktow osobliwych danej parametryzacji.
Linie u! = const przy zmiennym u?, zwane liniami wspélrzednej u?, tworza
podobna rodzine. Obie rodziny razem tworza siatke linii wspoélrzednych na po-
wierzchni. Przez kazdy regularny punkt danej parametryzacji przechodzi doktad-

nie po jednej krzywej z kazdej rodziny (patrz rys. 5.2).
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u2 = const

Rysunek 5.2.

Przyklad 5.1. [plaszczyzna] Wybierajac odpowiednio uklad wsplrzednych
w przestrzeni mozemy plaszczyzne przedstawi¢ réwnaniem

x:ul, y:u2, z=0

przy czym u', u? sg w tym przypadku zwyklymi wspéirzednymi kartezjanskimi na

plaszezyznie i bedziemy je zwykle oznaczaé jako z i y. Czyli mamy = = [u', u?,0].

Przyklad 5.2. [wspélrzedne geograficzne na sferze] Rozwazmy sfere o $rodku
w poczatku uktadu i promieniu a : (z')% + (22)? + (23)? = r2.

Potozenie punktu P na sferze S okre$limy za pomoca dwoch wspdlrzednych:
szerokosci i dlugoéci geograficznej, w tym celu przez P i o§ 0z poprowadzimy
plaszczyzne (plaszczyzne poludnika) i dlugoscia geograficzng nazwiemy kat ¢ od
plaszczyzny x'z? do skonstruowanej plaszczyzny mierzony w kierunku dodatnim
(od osi 02! do 0z2).

Szeroko$¢ geograficzna okresla poltozenie punktu na wybranym potudniku. Jest
nig kat 1 utworzony przez prosta OP z plaszczyzna z'z?, liczony ze znakiem
,,+7, gdy P lezy na gérnej pétkuli i ze znakiem ,, —" w przeciwnym przypadku.
Obie wspoélrzedne okresjaja catkowicie potozenie punktu na sferze. Zmieniajac
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Rysunek 5.3.

¥, ¢ w przedzialach —7/2 < ¥ < 7/2, 0 < ¢ < 27 otrzymujemy cala sfere.
Dla biegunéw (punktéw przeciecia z osie 0z3) jest ¥ = 47/2, zaé o nie jest
jednoznacznie okreslony.

Oznaczmy przez z!, 2?2, 2% wspohrzedne punktu P. Mamy 0P, = acosd, 04 =
= acosvcosyp, 0B = acosdsinp, 0C = sindd, gdzie P; — rzut prostokatny
punktu P na plaszczyzne Oz'z?, A, B — rzuty prostokatne punktu P; na osie

0z' i 022 odpowiednio. Zatem réwnania parametryczne sfery maja postaé

' =acos¥cosp, 2°=acosVsing, x3=asind (5.8)

Obliczajac r1 = ry, w tym wypadku ry X r,, otrzymamy macierz

—asinvcosyp, —asindsinp, acos?

A= —acost¥sing,  acosvcosp, 0

(5.9)

Jak tatwo zauwazyé rang A =2, poza biegunami (9 =+4n/2), w ktérychrang A=1.
Zatem punkty B, Bs sa punktami osobliwymi danego przedstawienia parame-
trycznego. Mozna wykazadé, ze punkty Bj i Bo nie sg punktami osobliwymi sfery.
Wystarczy w tym celu przyjaé¢ np. plaszczyzne Ox'z? jako plaszczyzne réwnika
i wyznaczy¢ przedstawienie parametryczne tej sfery analogiczne do podanego wy-
7€ej.
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