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ROZDZIAL 1.

Rozwiazania problemu
trzeba szukac

Jesli po prostu poprzez dziatanie nie mozna przejs¢ od
danej sytuacji do pozadanej, nalezy odwotac sie do
myslenia®,

— Karl Duncker, psycholog

e W jaki sposob ludzie rozwigzuja trudne problemy?

e (zyistniejg ogdlne metody, ktére sg skuteczne we
wszystkich rodzajach problemow?

* Jakrozwigzujemy problemy, ktérych nikt przed nami
nigdy nie rozwigzat?

nalaztem zaiste zadziwiajacy dowdd tego twierdzenia. Nie-

stety margines jest zbyt maly, by go pomiesci¢”. W takim oto

jednym zdaniu Pierre de Fermat stworzyt zagadke, ktora
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sprawiata matematykom klopot przez ponad trzysta lat. Zasko-
czyta nawet wielkiego Leonharda Eulera. Prawie sto lat po $mierci
enigmatycznego matematyka Euler blagal swojego przyjaciela, zeby
przeszukat stary dom Fermata w nadziei, ze zachowat si¢ cho¢by
skrawek dowodu™. Zagadka wprowadzila takze w btagd matema-
tykow Augustina Cauchy’ego i Gabriela Lamé, ktorzy przez krotki
czas, zanim odkryto btad w ich rozumowaniu, mysleli, Ze udato im
sie znalez¢ rozwigzanie®'. Niemiecki przemystowiec Paul Wolfskehl
ufundowal nawet nagrode w wysokosci stu tysiecy marek dla tego,
komu uda sie rozwigzaé zagadke™. Jednak pomimo najlepszych
checi dowdd potwierdzajacy wielkie twierdzenie Fermata pozosta-
wal tajemnica.

Twierdzenie Fermata jest fatwe do zrozumienia, nawet jesli
trudno jest je udowodni¢. Pitagoras stwierdzil, ze w tréjkacie pro-
stokatnym kwadrat dlugosci przeciwprostokatnej jest rowny sumie
kwadratow przyprostokatnych: a* + b* = ¢’. Jezeli si¢ nad tym zasta-
nowisz, znajdziesz wiele liczb spetniajacych przedstawione réwna-
nie. Na przyklad to moga by¢ liczby 3,415 (9 + 16 =25)i5,12113
(25 + 144 = 169). W rzeczywistosci istnieje nieskoniczona liczba
trojek Pitagorasa — to zostatlo udowodnione juz przez samego Pita-
gorasa. Co stanie si¢ w sytuacji, gdy nieco zmienisz to rownanie
i zamiast kwadratow uzyjesz szeScianow? Czy istniejg jakiekolwiek
trzy liczby calkowite, ktére bytyby rozwigzaniem takiego réwnania.
Fermat twierdzil, ze to niemozliwe. Twierdzil réwniez, ze w przy-
padku dowolnego wykladnika wigkszego niz 2 proba zawsze zakon-
czy si¢ niepowodzeniem. W kategoriach matematycznych wedtug

Fermata réwnanie a"” + b" = ¢” jest niemozliwe do rozwigzania
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za pomocy liczb catkowitych, gdy wykladnik # jest wiekszy niz 2.

Spoéjrz na rysunek 2.
T
|
) ; ! _n
== g N R RS
Rysunek 2.

Dwa kwadraty mozna dodac w celu utworzenia kolejnego
kwadratu 32 + 4% = 52, Jednak dwa szesciany nigdy nie pozwalaja
na utworzenie doskonatego szescianu np. 6° + 8 =9° -1

O zagadce zwigzanej z wielkim twierdzeniem Fermata Andrew
Wiles uslyszal, gdy miat zaledwie 10 lat. PéZniej wspominat: ,, Wyda-
walo sie takie proste, a mimo to wielcy matematycy nie byli w stanie
go rozwigzal. Od poczatku wiedziatem, ze musze sie tym zajac”?.
Wiles poszedt do szkoty, ukonczyt Uniwersytet Cambridge i spe-
cjalizowal si¢ w gatezi matematyki nazywanej krzywymi eliptycz-
nymi. W trakcie swojej kariery Wiles nieustannie myslal o ostatniej
zagadce Fermata. Od stuleci najlepsi matematycy nie byli w stanie
znalez¢ dowodu potwierdzajacego twierdzenie Fermata.

To uleglo zmianie w 1984 roku. Matematyk Gerhard Frey zasu-

gerowal istnienie niespodziewanego polaczenia migdzy wielkim
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twierdzeniem Fermata a hipoteza przedstawiong przez dwdjke
Japonczykow™. Goro Shimura i Yutaka Taniyama twierdzili, ze
dwie, wydawaloby sie odlegle gatezie drzewa matematycznego
w rzeczywistosci sg ze sobg ztaczone. Wedlug nich kazda forma
modularna ma swoj odpowiednik w krzywej eliptycznej. Ta hipo-
teza okazala sie wyzwaniem dla matematykdow, zas w wielu publi-
kacjach przyjeto ja jako podstawe wyciaganych wnioskéw. Jednak
to wciaz byta jedynie hipoteza. Wktad Freya okazal sie jeszcze bar-
dziej zaskakujacy: skoro hipoteza Shimury-Taniyamy jest praw-
dziwa, rowniez wielkie twierdzenie Fermata jest prawdziwe. Wiles,
ktdry stal si¢ specjalista w zakresie krzywych eliptycznych, wreszcie
znalazl droge pozwalajacy spelni¢ marzenia z dziecinstwa. Musial
jedynie udowodni¢ poprawno$¢ hipotezy Shimury-Taniyamy.

Wiles zdecydowat si¢ pracowaé w zupelnej tajemnicy. Miat
zebrane pewne prace gotowe do udostgpnienia i postanowit publi-
kowac¢ je partiami, aby w ten sposob wywrze¢ wrazenie, ze aktywnie
zajmuje sie starymi projektami. Przestal uczestniczy¢ w konferen-
cjach i do niezbednego minimum ograniczyt liczbe prowadzonych
zaje¢ dydaktycznych. Kazdg chwile, ktorej nie poswiecal pracy
zawodowej lub rodzinie, przeznaczat na pracg nad udowodnieniem
hipotezy Shimury-Taniyamy. Zastosowal ryzykowng strategie odi-
zolowania si¢ od kolegéw matematykow. Twierdzit, ze samotnoé¢
pozwala mu skoncentrowac sie na pracy. Prawdopodobnie nie
uszed! jego uwadze fakt, ze gdyby sam rozwigzat problem, na niego
splynelaby cala stawa w zwigzku ze znalezieniem nieodkrytego
dotychczas dowodu.

Pierwsze osiemnascie miesiecy pracy Wiles spedzit w bibliotece,

studiujac wszystko, co moglo mie¢ cokolwiek wspélnego z formami
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modularnymi i krzywymi eliptycznymi. Byl jak poszukiwacz przy-
god, ktory zapuscil sie do niezbadanej dotychczas dzungli, wiec
musial by¢ przygotowany na kazda ewentualnos¢. Po opanowaniu
podstaw rozpoczal samodzielne eksperymenty matematyczne
w poszukiwaniu wzorcédw, ktére moglyby wskaza¢ droge do zna-
lezienia dowodu. Wreszcie po dwoch latach samotnej pracy udalo
mu sie dokona¢ pierwszego przelomu. Znalazt sposob na potwier-
dzenie, Ze pierwszy element kazdej formy modularnej byt pota-
czony z pierwszym elementem kazdej krzywej eliptycznej. Teraz
pozostata przed nim juz tylko nieskonczona liczba elementéw do
sprawdzenia.

Gdy znalazl si¢ w impasie, postanowil zwroci¢ si¢ 0 pomoc do
kolegoéw. Zachowal szczegdlng ostrozno$¢, aby nie ujawnic natury
problemu. By¢ moze wiedzieli o jakiej$ nieopublikowanej jeszcze
pracy, ktora umkneta uwadze Wilesa. Jego stary kolega, John Coates,
wspomnial o pracy przygotowanej przez jednego ze studentéw
Coatesa, Matheusa Flacha, stanowigcej rozszerzenie techniki opra-
cowanej przez innego matematyka, Victora Kolyvagina. Wiles pz-
niej wspominal: ,, Wydawalo sie, ze to byto dokladnie to, czego
potrzebowalem. Doskonale wiedziatem, ze bede musiat rozbu-
dowa¢ metode Kolyvagina-Flacha””. Wiles byt juz blisko, ale ,,to
wymagalo uzycia wielu zaawansowanych maszyn, o ktérych niczego
nie wiedzialem. Stanaglem w obliczu naprawde trudnej algebry, ktora
wymagala ode mnie nauczenia si¢ wielu nowych rzeczy w mate-

matyce”*®

. Wiles zdecydowal si¢ wreszcie na przerwanie milcze-
nia. Wskazéwki potrzebne do ostatecznego przygotowania dowodu
otrzymal od zaufanego przyjaciela, matematyka Nicka Katza. Po

siedmiu latach pracy Wiles osiagnat sukces i rozwigzal zagadke,
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z ktora przez ponad trzy wieki nie poradzit sobie zaden matematyk.
»10 byta najwazniejsza chwila w mojej karierze” wspominal Wiles
w dokumencie BBC przygotowanym po jego sukcesie. ,,Nic, co jesz-
cze osiagne, nie bedzie doréwnywato znalezieniu dowodu na wiel-

kie twierdzenie Fermata”™.

W jaki sposdb ludzie rozwiazuja trudne problemy?

Niewiele jest tak trudnych zagadek jak wielkie twierdzenie Fermata.
Historia Wilesa méwi jednak sporo na temat sposobu myslenia sto-
jacego za rozwigzywaniem najtrudniejszych probleméow. W 1972
roku kognitywisci Herbert Simon i Allen Newell wydali przetomowa
ksigzke Human Problem Solving, w ktorej wyjasnili te procesy umy-
stowe. W swoich badaniach poprosili uczestnikow, aby opowiedzieli,
o czym mysleli podczas rozwigzywania probleméw. Poréwnujac
wyniki swoich badan z ogélnie przyjetym modelem, poczynili obser-
wacje na temat tego, w jaki sposob ludzie radzg sobie z najtrudniej-
szymi zagadkami. Ich odkrycia zapoczatkowaly dziesigciolecia badan
i znalazty zastosowanie w r6znych dziedzinach, takich jak szachy,
pisanie, nauki $cisle, matematyka i medycyna.

Gléwnym elementem ich teorii stalo sie zalozenie, ze rozwigzy-
wanie problemu sprowadza si¢ do przeszukiwania tzw. przestrzeni
problemowej, ktdra jest niczym labirynt. Wiesz, gdzie teraz jestes,
i mozesz stwierdzi¢, czy dotarles do celu. Jednak po drodze do niego
napotykasz $ciany, ktore ograniczaja mozliwosci poruszania sie.
W labiryncie najwigksza trudnos¢ sprawia niemoznos¢ pojscia
prosto do celu i koniecznos¢ odnalezienia kretej drogi prowadzacej

do mety.
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W labiryncie przestrzen problemowa ma wymiar fizyczny. Jed-
nak zazwyczaj jest to pojecie abstrakcyjne. Zwrd¢ uwage na probe
utozenia kostki Rubika. Pozycja poczatkows jest zakodowana kostka,
za$ pozycja konicows jest takie utozenie kostki, aby kazda jej $ciana
miata inny kolor. Dozwolonymi ruchami s obroty i skrety kostki.
Przestrzen problemowa nie ma tutaj fizycznego wymiaru, a raczej
jest przestrzenig konfiguracji. Kazdy obrét zmienia t¢ przestrzen
problemowa na inng, sasiednig. Celem, podobnie jak w przypadku
labiryntu, jest poruszanie si¢ po tej abstrakcyjnej przestrzeni pro-
blemowej i dotarcie do mety.

Udowodnienie wielkiego twierdzenia Fermata bylo réwniez prze-
szukiwaniem przestrzeni probleméw®. W przypadku Wilesa musiat
on tylko wybra¢ punkt wyjscia sposrod wezes$niej udowodnionych
twierdzen matematycznych. Jego celem byto znalezienie dowodu
na to, ze réwnanie a” + b" = ¢” jest niemozliwe do rozwigzania za
pomoca liczb calkowitych, gdy wykladnik n jest wigkszy niz 2.
Zadanie utrudnial wymog, ze kazdy ruch w przestrzeni problemo-
wej musi by¢ poprawng dedukeja poprzednich krokéw i wynikow.
Ograniczenia logiki dziataly tutaj niczym $ciany labiryntu, mocno
ograniczajac poczynania naukowca. Wiles musial wytyczy¢ sciezke
wiodacg przez krete korytarze matematyki, ktéra doprowadzita go
do dowodu potwierdzajacego, ze Fermat miat racje.

Kiedy juz przyzwyczaisz si¢ do przestrzeni problemowych,
zaczniesz je fatwo dostrzega¢ wszedzie. Naukowcy przeszukuja prze-
strzen problemowa, zeby odkry¢ nowe prawa. Punktem wyjscia jest
tutaj zagmatwany zestaw danych. Punktem koncowym jest teoria,
ktora wyjasnia to wszystko. Rozwigzanie problemu obejmuje prze-

szukiwania zaréwno przestrzeni hipotez, ktére moga wyjasnic¢ dane,
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jak i przestrzeni eksperymentow, ktére pozwalajg przetestowac teo-
rie. Architekt projektujacy budynek przeszukuje przestrzen proble-
mowa mozliwych projektéw. Wreszcie wybiera ten, ktéry pasuje
do ograniczen zwigzanych z kosztami, przestrzenia i przepisami
budowlanymi, a jednoczesnie jest optymalny pod wzgledem jego
warto$ci funkcjonalnej i estetycznej. Pisanie tego rozdziatu byto
przyktadem procesu rozwigzywania probleméw. Moim punktem
wyjsciowym byt pusty dokument, czysta karta. Celem — ukonczony
rozdzial stanowigcy wyjasnienie wszelkich pomystow, ktére chcia-

tem przedstawic.

Trudno$¢ zwigzana z rozwigzywaniem
skomplikowanych probleméw

Opracowanie rozwigzywania probleméw przedstawione przez
Simona i Newella pociaga za soba natychmiastowg konsekwencje:
wiekszo$¢ problemdw jest nierozwigzywalna. Przestrzen mozliwosci
jest zbyt duza, zeby znalez¢ wlasciwe rozwigzanie. Bez jakiej$ spryt-
nej metody zwykle losowe zgadywanie nie zadziata. Kostka Rubika
ma ponad czterdzieéci trzy kwintyliony konfiguracji*. Wyprobo-
wanie kazdej z nich po kolei, nawet gdyby poswiecilo sie jej tylko
sekunde, zajeloby piec tysiecy razy wiecej czasu, niz wynosi wiek
wszech$wiata. Zadaniem Wilesa byto dokonanie rzeczy nieporéw-
nywalnie trudniejszej. O ile mozna napisa¢ program komputerowy
przeznaczony do automatycznego rozwigzywania kostki Rubika, to
jest absolutnie niemozliwe, nawet teoretycznie, aby mdc zrobi¢ to

samo w odniesieniu do udowodnienia dowolnej tezy w matematyce.
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Nie ma takiego narzedzia. To matematyk, uzbrojony po zeby tylko
we wlasng wiedze, musi sam sobie radzi¢ w labiryncie przerdz-
nych mozliwosci, nie majac jednoczes$nie zadnych gwarancji, ze
bezpiecznie dotrze do celu. Nawet sam Wiles zdawal sobie sprawe
z prawdopodobienstwa porazki: ,Moglo zdarzy¢ sie tak, ze me-
tody, ktoérych potrzebowalem do przeprowadzenia dowodu,
nie zostalyby wynalezione jeszcze przez sto lat. Zatem nawet gdy-
bym byl na dobrej drodze do celu, mogloby sie okazac, ze zyje
w niewla$ciwym stuleciu”™.

Jesli wiekszo$¢ przestrzeni problemowych jest zbyt duza do prze-
szukania, to jak sobie z tym radzimy? Odpowiedz Simona byta bar-
dzo prosta: ,zadowalamy si¢ czyms$”. Zamiast wybra¢ najlepsze moz-
liwe rozwigzanie, wybieramy takie, ktére uwazamy za wystarczajaco
dobre. Przed podjeciem pilnej decyzji biznesowej menedzer nie
sprawdza wszystkich mozliwych informacji. Zamiast tego po pro-
stu szuka, az znajdzie wystarczajaco dobra opcje, szczegdlnie ze
zwykle ma ograniczony czas i uwage. Takie rozwigzanie obarczone
jest jednak dwiema gtéwnymi wadami. Po pierwsze, decydujac sie
na opcje, ktora jest wystarczajaco dobra, mozemy nigdy nie pozna¢
lepszego rozwigzania. W przypadku unikatowych problemoéw to
moze nie mie¢ znaczenia. Jesli jednak spodziewamy sie, ze bedziemy
zmuszeni wielokrotnie borykac si¢ zdanym problemem, tendencja
do zadowalania si¢ czyms, co akurat dziata w danym momencie,
moze ograniczaé nasz postep w danej dziedzinie. Osoba, ktdra chce
uporac sie z problemem nauki pisania na klawiaturze jednym
palcem, owszem poradzi sobie, ale z pewno$cig nie ulatwi jej to
osiagniecia biegtosci w metodzie bezwzrokowego pisania. Po drugie,

czasem nawet znalezienie satysfakcjonujacego nas rozwigzania
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moze by¢ bardzo trudne. W swoich poszukiwaniach Wiles mogt
odpusci¢ pewne kwestie, takie jak powiedzmy elegancja albo
dtugo$¢ dowodu, ale z pewnoscig nie mogt zrezygnowac z jego ma-
tematycznej wartosci. Dowod, w jaki$ sposdb niezgrabny albo roz-
wlekly, jeszcze mogt okaza¢ si¢ wystarczajaco dobry, ale z pew-
noscia nie méglby takim by¢ ten, ktéry naruszaltby zasady logiki.

Poza obnizaniem standardéw innym sposobem zmniejszania
trudno$ci zwigzanych z rozwigzywaniem problemu jest wykorzy-
stywanie wlasnej wiedzy do ograniczania poszukiwan i zawezania
ich do najbardziej owocnych obszaréw. W skrajnych przypadkach
takie dziatanie catkowicie eliminuje koniecznos$¢ rozwigzywania
problemu. Nie musze szukaé rozwigzania rownania 5 + 7 = 12,
poniewaz pamigtam, ze to 12. Na podobnej zasadzie podchodzimy
do wielu codziennych kwestii, gdyz ich rozwigzanie zapisalismy
w pamigci. Prowadzenie samochodu, wizyta u lekarza czy zrobie-
nie prania — wszystkie te czynnosci dla wigkszosci dorostych nie
stanowig problemu, poniewaz pamietajg oni sposéb ich wykona-
nia. Ale moze przypominasz sobie czasy, gdy rozszyfrowanie spo-
sobu dziatania pralki bylo dla ciebie wyzwaniem. Gdzie wla¢ ptyn
do prania? Ktére ubrania mozna praé razem, a ktdre trzeba oddziel-
nie? W miare zdobywania doswiadczenia wszystkie te problemy
przeksztalcily sie w rutyne.

W niektorych przypadkach pamie¢é moze dostarczy¢ metode
zamiast bezpo$redniej odpowiedzi. Tak moze by¢ w sytuacji, gdy do
rozwigzania jest rownanie 128 + 47. Moge nie zna¢ od razu wyniku,
jednak gdy korzystam z algorytmu dodawania cyfrowego, ktérego
nauczylem sie w szkole podstawowej, znalezienie odpowiedzi przyj-

dzie mi juz tatwo. I wiem, ze wynikiem jest liczba 175. Niestety
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rozwigzania nie wszystkich probleméw maja takie wygodne algo-
rytmy. Ten fakt okazal si¢ niespodziankg dla matematykow.
W 1900 roku jeden z nich, David Hilbert, przedstawit liste dwu-
dziestu trzech probleméw, na ktére — mial nadziej¢ — znajda
sie odpowiedzi w nadchodzacym stuleciu. Jednym z nich byt algo-
rytm pozwalajacy sprawdzi¢, czy réwnanie, takie jak wielkie
twierdzenie Fermata, posiada rozwigzanie mozliwe do wyraze-
nia za pomocy liczb catkowitych. Siedemdziesiat lat pézniej ma-
tematycy udowodnili, Ze taki algorytm nie istnieje!*' W przypadku
innych probleméw wprawdzie mamy metode gwarantujaca znale-
zienie rozwigzania, ale wcale nie okazuje si¢ ona duzo lepsza od
strategii polegajacej po prostu na wyprébowaniu kazdej mozliwo-
$ci. Sudoku, szachy, a nawet Tetris naleza wlasnie do tego rodzaju
problemdéw*. Zatem nasze do$wiadczenia ze szkolnej tawy w zakre-
sie rozwigzywania probleméw moga okazac si¢ mylace, poniewaz
wigkszo$¢ rzeczywistych probleméw nie ma metody gwarantuja-
cej ich pomyslne rozwigzanie.

Ale nawet jesli jaka$ metoda nie gwarantuje sukcesu, to wciaz
moze ograniczy¢ ilo§¢ poszukiwan. Heurystyki to metody, ktére
nie daja zadnych gwarangji, ale w wielu przypadkach dos¢ dobrze sie
sprawdzaja. Jesli pojawiaja si¢ problemy techniczne, przyktadem
metody heurystycznej jest wylaczenie i ponowne wlaczenie urza-
dzenia. To nie zawsze zadziala, ale rozwigzuje problem naprawde
w zaskakujaco wielu sytuacjach. Wiles nie posiadat zadnego pod-
recznikowego algorytmu, ktéry mégtby zastosowa¢ — obalenie
dziesigtego problemu Hilberta wyraznie pokazalo, ze taki nie ist-
nieje. Jednak mial wiele heurystyk, ktore posiadl w ciagu wielu lat

studiéw i pracy jako matematyk. Na przykiad zastosowanie indukeji
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matematycznej to wzglednie ogdlna strategia matematyczna, ktorej
mozna uzy¢, aby udowodnié, ze dana wlasciwos¢ dotyczy nie-
skonczonej liczby rzeczy. W takim przypadku trzeba jedynie po-
kazac, ze wlasciwos¢ jest poprawna dla pierwszej rzeczy i nie zmienia
sie po przejsciu do nastepnej rzeczy. Podobnie jak w przypadku do-
mina — sztuczka polega na udowodnieniu poprawnosci czegos dla
nieskoniczonej liczby elementéw bez koniecznodci faktycznego
sprawdzenia tego nieskonczong ilo$¢ razy. Tego rodzaju heurystyka
miala znaczenie krytyczne podczas faczenia w dowodzie Wilesa
poszczegdlnych elementéw krzywej eliptycznej z poszczeg6lnymi
elementami formy modularne;.

Inng powszechnie stosowang heurystyka w matematyce jest
wyszukiwanie niezmiennikéw. Jezeli jeste$ w stanie znalez¢ co$, co
nie ulega zmianie w problemie, niezaleznie od sposobu jego mody-
fikowania, wowczas mozesz unikna¢ dlugiego szukania rozwiaza-
nia problemu. Rozwaz na przyklad uszkodzong szachownice®. Zada-
niem jest udzielenie odpowiedzi na pytanie, czy mozna utozy¢ klocki
domina dokfadnie przykrywajace szachownice, z ktdrej zostaty usu-
nigte dwa pola: lewe gérne i prawe dolne (zob. rysunek 3.).

Biorac pod uwagg fakt, ze na wspomnianej szachownicy pozo-
staly 62 pola, a kazdy klocek domina przykrywa 2 pola, rozwigzanie
problemu bedzie wymagalo duzej ilosci wyszukiwan. Wiele warian-
tow 31 klockéw domina moze by¢ potrzebnych do ustalenia, czy uda
je sie w taki badz inny sposéb zmiesci¢ idealnie na szachownicy.
Jezeli jednak zachowasz sie sprytnie, mozesz rozpocza¢ od znalezie-
nia niezmiennikéw. Jednym z nich jest to, ze kazdy klocek domina,
niezaleznie od sposobu jego umieszczenia, przykrywa doktadnie po

jednym polu biatym i czarnym. Skoro oba usuniete z szachownicy
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Rysunek 3.

Czy mozna utozy¢ klocki domina doktadnie przykrywajace
szachownice, z ktérej zostaty usuniete dwa pola?

pola sa biale, staje si¢ jasne, ze nigdy nie uda sie¢ idealnie zakry¢
pozostatych pél kostkami domina — to wymagatoby, aby jeden klo-
cek domina przykryt dwa czarne pola, co jest niemozliwe. Zastoso-
wanie tego rodzaju heurystyki pozwolito zaoszczgdzi¢ sporo czasu,
ktéry w innym przypadku trzeba byloby poswieci¢ na dtuga ope-
racje wyszukiwania.

W calej matematyce i logice zastosowanie znajdujg indukcja
matematyczna i wyszukiwanie niezmiennikéw. Wciaz jeszcze spraw-
dzajg si¢ w waskim zakresie probleméw sposrod tych spotykanych
na co dzien. Zrozumienie indukcji matematycznej nie pomoze pod-
czas malowania portretu badz opracowywania planu marketingo-
wego. Psychologowie nazywaja tego rodzaju metody jako scisle zwig-
zane z dziedzinami, poniewaz maja zastosowanie do ograniczonego
zakresu probleméw. To prowadzi do interesujacego pytania: czy
istnieje jakakolwiek heurystyka badz czy istnieja strategie, ktére

beda wspoldziataly z wieloma réznymi rodzajami problemoéw.
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(zy istniejq strategie rozwigzywania
wszystkich rodzajow problemow?

W swoich badaniach nad rozwigzywaniem probleméw Simon
i Newell odkryli kilka ogélnych strategii, ktore ludzie stosowali, zeby
uporac sie ze swoimi klopotami. Twierdzili, ze badani wykorzysty-
wali te techniki jako rezerwowe, gdy bardziej specjalistyczne metody
byty niedostepne. Simon i Newell nazwali je stabymi metodami*,
w odro6znieniu od skutecznych metod, takich jak gwarantowane
algorytmy czy heurystyki écisle zwigzane z dang dziedzing, ktdre
drastycznie skracajg czas rozwigzywania probleméw. Stabe metody
obejmuja metode prob i btedow (ang. generate-and-test), analize
$rodkow i celow (ang. means-ends analysis), metode planowania

(ang. planning) i metode wzrostu (ang. hill-climbing).

Staba metoda nr 1. Metoda prob i bteddéw

Najbardziej podstawowg strategia, jaka Simon i Newell zaobserwo-
wali u uczestnikéw badania, byta metoda polegajaca na wyprébo-
waniu jakiego$ rozwigzania i sprawdzeniu, czy ono zadziala. Jesli
zapomniatem swojego loginu do starego konta, moge wyprébowaé
dziesigtki innych, ktorych uzywatem wczeséniej. Jesli bede mie¢
szczescie, jeden z nich okaze si¢ poprawny i nie bedg konieczne bar-
dziej skomplikowane proby zresetowania hasta. Podobnie, jesli nie
jestem w stanie znalez¢ kluczy, moge losowo wytypowac kilka praw-
dopodobnych miejsc, w ktérych mogtem je zostawi¢. Moge je

sprawdzi¢, zanim sprobuje odtworzy¢ calg droge, jaka tego dnia
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pokonalem. Piszac esej, moge przezwyciezy¢ swoja niemoc tworcza
i sprébowac napisa¢ cokolwiek, a potem to poprawic. Istnieje duze
prawdopodobienstwo, ze to nie bedzie proza najwyzszych lotéw,
ale tez nie bedzie najgorsza pod warunkiem, ze mam juz spore
doswiadczenie w tej dziedzinie. Oczywista wada tej metody jest to,
ze staje si¢ ona absolutnie katastrofalna, gdy przestrzen proble-
mowa jest rozlegta. Metoda préb i bledoéw dziala tylko wowczas,
gdy problem jest na tyle niewielki lub dobrze znany, ze zgadywa-

nie moze okazac si¢ rozsadnym wyborem.

Staba metoda nr 2. Analiza Srodkow i celdw

Inng prawie uniwersalng metodg zaobserwowang podczas rozwia-
zywania problemow jest analiza srodkéw i celéw. Ta metoda wyko-
rzystuje strategie rozumowania w przod i wstecz (ang. back-and-
-forth reasoning), ktéra rozpoczyna sie od zidentyfikowania pew-
nych luk, a nastepnie polega na znalezieniu konkretnych rozwia-
zan, ktére zmniejsza te luki w przestrzeni problemowej. Zapoznaj

sie z przykladem przedstawionym przez Simona i Newella.

Chce zabrac syna do przedszkola. Jaka jest przeszkoda pomiedzy
tym, co jest, a tym co chce, zeby byto? To pokonanie pewnej odle-
gtosci. Co moze zmienic te odlegtos¢? Moj samochod. Niestety
on nie dziata. Czego potrzebuje, zeby zaczat dziata¢? Nowego
akumulatora. Gdzie moge go kupi¢? W warsztacie. Ja chce, aby
w warsztacie wymieniono mi akumulator na nowy, ale w warsztacie
nikt nie wie, czego chce. Zatem w czym problem? W komunikacji.
Co mi umozliwi komunikacje? Telefon... i tak dalej®.
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Analiza $rodkéw i celow polega na naprzemiennym wyznacza-
niu jakiego$ celu i potem sprawdzaniu réznicy pomiedzy stanem
biezacym a docelowym. Ta metoda obejmuje szukanie sposobu
zmniejszenia dystansu pomiedzy nimi. Moze si¢ to powtarza¢

cyklicznie, jak w podanym wyzej przykladzie.

Staba metoda nr 3. Planowanie

Inng powszechng metoda stosowang w celu rozwiazywania proble-
mow jest planowanie. Moze by¢ ono postrzegane jako przeformu-
fowanie problemu w uproszczonej przestrzeni problemowej, rozwia-
zanie go na jej plaszczyznie, a nastepnie wyprébowanie uogélnienia
tego podejscia w rzeczywistej przestrzeni problemowej. Na przyktad,
piszac esej, mozna zacza¢ od konspektu, ktdry jest jego uproszczong
formg. Zawiera tylko gtéwne punkty, a pomija wszelkie szczegoly.
Zatem, gdy sie upewnimy, ze problem zostal rozwigzany w uprosz-
czonej przestrzeni planowania, mozemy uzy¢ tego konspektu do
sformutowania calego eseju w rzeczywistej przestrzeni problemo-

wej pisania eseju.

Staba metoda nr 4. Metoda wzrostu

Zalézmy, ze znalazles sie na rozleglej przestrzeni spowitej mgla
i chcesz znalez¢ najwyzszy, mozliwy punkt. Jedng ze strategii bytoby
po prostu pojscie w takim kierunku, w ktérym wydaje sie, ze jest
najbardziej stromo. Metoda wzrostu opiera sie wlasnie na takim
podejsciu do rozwigzywania problemdw. Zacznij od najbardziej

wstepnego, podstawowego rozwigzania, punktu wyjscia. Niewazne,
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jak kiepski by on byl. A potem dokonuj korekt w kierunku, ktéry
najlepiej poprawi ten punkt wyjscia. W przypadku niektérych pro-
blemdéw wystarczy jedynie podaza¢ w kierunku ciagtej poprawy,
aby po pewnym czasie osiggna¢ optymalny punkt. Pisanie eseju
przypomina taki ciagly wzrost, niczym wspinaczke goérska, ponie-
waz wprowadzanie kolejnych poprawek przenosi nas na coraz wyz-
szy poziom i poprawia jako$¢ eseju jako calosci. Podobnie zasto-
sowanie metody wzrostu podczas prob ukladania kostki Rubika
moze sprowadzac si¢ do zwigkszania liczby koloréw poukladanych
na kazdej sciance kostki wraz z kazdym kolejnym ruchem. Co prawda
ta metoda jest bardzo zawodna w przypadku ukladania tej kostki,
ale fakt, ze ludzie wciaz tak wlasnie prébuja robi¢, wskazuje tylko,

jak bardzo ta metoda wzrostu jest w nas zakorzeniona.

Dlaczego stabe metody czesto zawodza?

Stabe metody maja szerokie zastosowanie, ale czesto zawodza.
Metoda prob i bledow jest zawodna w przypadku duzych prze-
strzeni problemowych. Analiza §rodkéw i celéw mnozy cele, co
utrudnia ledzenie gtéwnego problemu. Planowanie czesto za bardzo
upraszcza problem, co sprowadza si¢ do tego, Ze jest dobre w teo-
rii, ale kiepskie w praktyce. A metoda wzrostu zawodzi wszedzie
tam, gdzie najpierw co$ si¢ musi pogorszy¢, aby potem mogto
sie polepszy¢. Wlasnie tamigldéwka jest tego rodzaju problemem,
gdzie jedna ze stabych metod wyraznie zawodzi. Dlatego jedynym
sposobem rozwigzania tego problemu jest zignorowanie w tym

przypadku kuszacej heurystyki. Lamigléwka Wieze Hanoi (zob.
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rysunek 4.) wigze si¢ z przenoszeniem kragzkéw miedzy stupkami.
Ogolna przestrzen tego problemu sktada si¢ jedynie z 27 standw,
wigc nie powinna przysparza¢ klopotu nawet w przypadku uzycia
metody prob i bledow. Jednak rozwigzanie czg¢sto wymaga nieco
praktyki, poniewaz do osiggniecia oczekiwanego stanu koncowego
potrzebne jest przeniesienie krazkéw z miejsca docelowego (nie
mozna zastosowaé metody wzrostu) oraz wymaganych jest wiele
zagniezdzonych celéw czastkowych (co z kolei znacznie kompli-

kuje metode analizy $rodkow i celow).

Rysunek 4.

tamigtéwka Wieze Hanoi. Celem jest przeniesienie dyskow
z lewego stupka na prawy. W danej chwili mozna przenies¢
tylko jeden dysk. Ponadto nie mozna potozy¢ wiekszego dysku
na mniejszym

Bardziej wnikliwe pytanie dotyczacy stabych metod wiaze si¢
z tym, czy ich stosowanie jest wrodzone, czy raczej nabyte. Psycho-
logowie André Tricot i John Sweller uwazaja, ze istnieje niewiele
dowodow wskazujacych, ze stabych metod mozna si¢ nauczy¢*.
Tym samym wykazuja, ze ludzie maja tendencje do instynktownego
uzywania analizy srodkow i celéw oraz metody wzrostu. Patrzac na
te kwestie w taki sposob, mozna doj$¢ do wniosku, ze ogdlna umie-

jetno$¢ rozwigzywania probleméw jest czyms, czego nie mozna si¢
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nauczy¢ ani wy¢wiczy¢. Dlatego nie mozna tez si¢ nauczy¢ lepszych
metod radzenia sobie z klopotami. Mozna jedynie zdoby¢ konkretne
umiejetnosci i zgromadzi¢ metody, ktore bedzie mozna zastoso-
wac w okreslonych sytuacjach. Wiles byt w stanie udowodni¢ wiel-
kie twierdzenie Fermata nie dlatego, ze mial duza praktyke w stoso-
waniu stabych metod, ale dlatego, ze zgromadzit olbrzymia wiedze
dotyczacg skutecznych metod, ktore drastycznie ograniczyly prze-
strzen problemowg. Jednak ta sama wiedza prawdopodobnie na nic
by sie zdata w przypadku ktopotéw z naprawa samochodu czy pod-

czas rozliczania podatku.

Granica wiedzy. Dwa typy problemow

Ta sytuacja wyraznie nam pokazuje, ze podczas rozwigzywania pro-
blemoéw napotykamy dwa rodzaje trudnosci. Pierwszy wystepuje
wtedy, gdy dany problem nas przerasta, ale dla innych moze by¢
rutynows sytuacja. Chodzi tutaj o trudno$¢ uczenia sie od innych.
Jakich skutecznych metod uzywaja eksperci, zeby bez trudu upora¢
si¢ z takim problemem? Bez nich jesteSmy zmuszeni angazowac si¢
w potencjalnie dlugie i skazane na niepowodzenia poszukiwania
rozwigzan. Jedli problem nie znajduje si¢ poza zasi¢ggiem naszych
umiejetnosci radzenia sobie z klopotami, to mozemy odkry¢ roz-
wigzanie kosztem niewielkiego wysitku. Ale jesli przestrzen proble-
mowa jest zbyt obszerna, mozemy nigdy nie znalez¢ najlepszego
rozwigzania.

Drugi rodzaj trudnosci wystepuje, gdy wkraczamy na grunt znaj-
dujacy sie daleko poza granicg naszych mozliwosci rozwigzania

danego problemu. Wlasnie z takg sytuacja mierzyt si¢ Wiles, gdy
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szukal dowodu na wielkie twierdzenie Fermata. Musiat znalez¢
rozwigzanie problemu, ktérego nie udalo si¢ rozwikla¢ zadnemu
matematykowi od ponad trzystu lat. Biorac pod uwage ostateczna
skale problemoéw, z jaka trzeba bylo si¢ zmierzy¢, a ktore byty cat-
kowicie nieznane Fermatowi, wydaje si¢ wysoce prawdopodobne,
ze ten zmarty dawno temu Francuz sam nie mial poprawnego
dowodu. By¢ moze Fermatowi udalo si¢ odkry¢ bledny dowdd,
podobnie jak zrobili to Cauchy i Lamé. Ewentualnie znalazt alter-
natywne rozwiazanie, tak zaskakujace i kreatywne, ze przez kilka
stuleci pozostato nietknigte przez najlepsze umysty matematyczne.
W kazdym razie te tajemnice Fermat zabrat do grobu, a Wiles musiat
ruszy¢ w nieznane, gdy planowal swoja matematyczng podroz.
Wigkszo$¢ z nas nie bedzie miata do czynienia z tak trudnym
problemem, przed ktérym stanal Wiles. Jednak nigdy nie wyelimi-
nujemy koniecznosci rozwigzywania probleméw, poniewaz wigk-
sz0$¢ sytuacji jest wyjatkowa. By¢ moze napiszesz zdanie lub dwa
i okaze sig, ze w historii ludzkosci nikt wcze$niej tego nie napisat lub
nie wypowiedzial. Kazdy napisany esej, skomponowana piosenka
badz zaprojektowany budynek to nowy problem do rozwigzania
i nie mozna ot tak, po prostu skopiowaé rozwigzania z przeszto-
$ci. Jednak nawet jesli wiele problemow jest zupelnie nowych, to
wiedza potrzebna do ich rozwigzania zwykle jest dostepna juz od
dawna. Dokladniejsza analiza przestrzeni problemu jest mozliwa
dzigki wykorzystaniu silnych metod, ktére zostalty opracowane

dawno temu.
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Praktyczne wnioski zwigzane z szukaniem
rozwiazania problemu

Wielu psychologéw watpi, aby mozna bylo nauczy¢ si¢ rozwigzy-
wania problemdw postrzeganego jako ogdlna umiejetnos¢ lub aby
mozna bylo ja wycwiczy¢. Stabe metody wydaja si¢ wszechobecne.
Wiasciwa $ciezka jest zdobycie odpowiedniej wiedzy i poznanie
metod stosowanych przez ekspertéw. Nawet jesli nie mozna staé
sie lepszym w zakresie rozwigzania problemodw, to i tak sugeruje
kilka praktycznych wnioskéw wyplywajacych z teorii rozwigzywa-

nia problemow.

Whiosek nr 1. Rozpocznij od wiasciwego
przedstawienia problemu

Szukanie to zaledwie polowa procesu rozwigzywania problemu.
Druga polowg jest znalezienie wlasciwego sposobu przedstawie-
nia problemu, aby w ten sposob okresli¢ najlepszg przestrzen pro-
blemu, w ktdrej bedzie odbywala sie praca. Przed odkryciem Newella
i Simonsa takze psychologowie z nurtu Gestalt zajmowali si¢ tematem
rozwigzywania probleméw, przy czym skoncentrowali si¢ na spo-
sobach postrzegania problemu i tym, jak moga one pomagac lub
utrudnia¢ znalezienie wladciwego rozwigzania®’. Na przyktad roz-
waz pokazang na rysunku 5. znang tamigtéwke skladajaca sie z dzie-
wieciu punktéw. Zadanie polega na narysowaniu (bez odrywania
odléwka od kartki) czterech linii prostych, ktére polacza wszyst-
kie punkty.
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Rysunek 5.

tamigtéwka sktadajaca sie z dziewieciu punktéw. Nie odrywajac
otéwka od kartki, narysuj cztery linie proste, ktére potacza
wszystkie punkty

Czy potrafisz to zrobi¢? Jezeli nie mozesz poradzi¢ sobie z roz-
wigzaniem, znajdziesz je w przypisie na dole strony*. Kluczowe
znaczenie ma tutaj przedstawienie przestrzeni problemu, a nie spo-
sOb jej sprawdzania. Jezeli na poczatku poprawne rozwigzanie zosta-
nie przypadkowo wykluczone ze zbioru mozliwosci, nie zostanie
znalezione nawet w przypadku intensywnych poszukiwan. Rozwig-
zywanie problemu bywa chaotyczne, a w rzeczywistych sytuacjach
czesto trzeba przechodzi¢ migdzy wyszukiwaniem przestrzeni pro-
blemu a prébg znalezienia nowych sposobéw przedstawienia danego
problemu, ktére moga okazac si¢ tatwiejsze do przeanalizowania.

Prace nad kazdym nowym projektem rozpocznij od ustalenia, jak
kompetentne osoby postrzegaja dany problem. Co wedtug nich sta-
nowi przestrzen problemu? Jakie sg najwazniejsze ruchy, ktére mozna
wykonac w celu znalezienia rozwigzania? Wprawdzie umiejetnos¢
wlasciwego spojrzenia na problem nie gwarantuje znalezienia jego

rozwigzania, ale stanowi bardzo wazny pierwszy krok.
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Whiosek nr 2. Szukaj obiecujacych problemow

Uzmyslowienie sobie, ze wiele problemoéw jest niemozliwych do
rozwigzania, natychmiast co$ sugeruje: nie zabieraj si¢ za nie. Nie-
stety trudnos$¢ zwigzana z ustaleniem, ktére problemy s mozliwe
do rozwigzania, réwniez pozostaje nierozwigzywalna. Rozwigza-
nie nie zawsze czeka tuz, tuz i moze wymagac prowadzenia prac
przez cale stulecie. Nawet je$li nie mozna dokladnie ustali¢, ktore
problemy sa nierozwigzywalne, to jednak dzigki doswiadczeniu
mozna przyjmowac trafniejsze zalozenia. Wiles dopiero rozpoczat
prace nad znalezieniem dowodu potwierdzajacego wielkie twier-
dzenie Fermata, gdy Gerhard Frey zasugerowal jego zwigzek z hipo-
teza Shimury-Taniyamy, co z kolei pomogto Wilesowi. Przedsie-
biorcy, naukowcy i wynalazcy nieustannie starajg sie ustali¢, jakie
technologie pojawig sie w niedalekiej przysztosci, nawet jesli doktad-
nie nie wiedza, jak daleko trzeba bedzie zapusci¢ si¢ w nieznane
obszary przestrzeni problemu.

Najlepszym sposobem odkrywania obiecujacych problemdw jest
praca z osobami, ktdre nieustannie przesuwaja granice. Zaleta pracy
w firmach, laboratoriach badawczych lub grupach oséb odkrywa-
jacych nowosci jest zdobywanie wskazéwek okreslajacych, ktérymi
aspektami przestrzeni problemu warto sie zaja¢, a ktére nie przy-

niosg jeszcze oczekiwanych wynikow.
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Whiosek nr 3. Nie spiesz sie podczas analizy
przestrzeni problemu

Aby wyjasni¢ swoje podejscie do matematyki, Wiles postuzyt si¢
nastepujaca analogia.

Moje doswiadczenia zmatematyka mogtbym poréwnac z wejsciem
do ciemnego domu. Kto$ wchodzi do pierwszego pomieszcze-
nia, w ktérym jest zupetnie ciemno. Obija sie 0 meble i powoli
okresla ich potozenie, aby wreszcie po mniej wiecej szesciu mie-
sigcach znalez¢ wiacznik Swiatta. Wiacza je i nagle wszystko staje
sie widoczne. Mozna doktadnie zobaczy¢, gdzie sie jest*.

Jak to dokladnie wyjasni¢ w nastepnym rozdziale, gdy nie ma
nikogo, od kogo mozna si¢ uczyg, i trzeba samodzielnie znalez¢
droge w nieznanej przestrzeni problemu, pomocne moze by¢ roz-
poczecie od poznawania tej przestrzeni, a nie od razu przystepo-
wanie do préby rozwigzania problemu. W wyniku zetkniecia sie
z nieznanymi mu galeziami matematyki Wiles nie tylko zebrat nie-
zbedne narzedzia matematyczne odkryte przez innych, ale réwniez
poswiecit znaczg ilo§¢ czasu na ich poznanie i wyprébowanie, zanim
staly si¢ dla niego czym$ naturalnym.

Eksploracja przestrzeni problemu moze by¢ poprzedzona wypro-
bowaniem réznych aspektéw i obserwacja tego, co sie zdarzy, ze
$wiadomym pominieciem proby osiggniecia okreslonych celow.
Nie chodzi o osiagnigcie czegos konkretnego, ale raczej o zwrdce-
nie uwagi na wzorce, ktére moga pomaéc w opracowaniu nowych
silnych metod. Malarz prébujacy innych technik pracy w celu ,,spraw-

dzenia, co sie stanie”, zamiast pracowac nad stworzeniem dziela,
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nie osiggnie zamierzonego celu. Jednak czasami moze natknac si¢
na technike, ktorej zastosowanie nada jego pracom niepowtarzalng

postac.

0d rozwigzania probleméw
do opanowania tej umiejetnosci

Weczesne badania prowadzone przez Simona i Newella byty po-
$wiecone temu, jak ludzie radzg sobie z rozwigzywaniem trudnych
probleméw. Obaj badacze byli przekonani, ze zrozumienie sposobu
rozwigzania problemdw jest warunkiem koniecznym z kolei do
zrozumienia, jak uczymy si¢ rozwigzywac problemy. Twierdzili,
ze dopiero gdy wiadomo, jak osoba wykonuje dang czynnos¢,
mozna mie¢ nadzieje na ustalenie, jak udato jej si¢ opanowac
dang umiejetno$¢”. W nastepnym rozdziale przejde od tego, jak
ludzie rozwigzuja problemy, do tego, jak ucza sie tej umiejetnosci.
Przy okazji wyjasnie, jak pewne dziwactwo w psychologii stalo si¢

najwiekszym ograniczeniem dla tego procesu.

* Nacisk na wyniki jeszcze przed podjeciem nauki jest kwestionowany
w modelach koneksjonistycznych, ktérych twércy koncentruja si¢
na wzglednie prostych mechanizmach nauki — nawet je$li rzeczywisty
algorytm umozliwiajacy osiagniecie wyniku okazuje si¢ zbyt skomplikowany,

aby mozna go bylo tatwo przedstawi¢ badz zrozumie¢.
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Rozwéj umiejgtnosci jest zadziwiajgcym zjawiskiem. Niekiedy proces uczenia
sig przebiega niemal bez trudu, a nowe zadania przychodzq z tatwosciq.
Znacznie czesciej nawet diugie godziny spedzone nad ksigzkami czy na
treningu nie gwarantujg postepéw. A przeciez nasze zycie zalezy od tego,

czy umiemy efektywnie sie uczyé. Mistrz w swoje| dziedzinie moze osiggaé
rézne korzyséci, a poczucie dumy ptyngcej ze zdobycia unikalnych umiejetnosci

jest jedyne w swoim rodzaju!

Autor ksigzki wskazuije trzy gtéwne czynniki, dzigki ktérym nauka przychodzi
z fatwosciq: uczenie sie od innych, praktyka i informacja zwrotna. Przedstawia je
w formie dwunastu maksym, oméwionych w dwunastu rozdziatach. Przekonasz
sig, ze kryjg one w sobie wyjgtkowo przydatne metody pozyskiwania, utrwalania
i doskonalenia umiejetnosci: dowiesz sie, czym sie rézni myslenie rutynowe
od kreatywnego i jak wydoby¢ nieoczywistq wiedze od ekspertéw. Nauczysz
sie odnajdywaé réwnowage miedzy zbyt trudnymi a zbyt tatwymi éwiczeniami
i zrozumiesz, jaki jest zwigzek miedzy dodwiadczeniem a niezawodnoscig.
Poznasz réwniez konkretne sposoby, w jakie mozna wprowadzié w zycie wszystkie

przedstawione maksymy, i wkrétce pozostanie Ci jedynie... satysfakcja z nowej,

mistrzowsko opanowanej umiejgtnoscil

Postepy w nauce to nie tylko talent i wytrwatos¢!

Scott H. Young jest autorem bestsellera ,Wall Street Journal”
Zostan ultrasamoukiem i jednym z najbardziej intrygujgcych ekspertéw
w dziedzinie efektywnego samouczenia. Lubi podejmowaé nietuzinkowe
wyzwania, takie jak opanowanie czteroletniego programu MIT w dwanascie
miesiecy. Jego prace byty prezentowane miedzy innymi w ,New York Timesie”,

~Pocket” i ,Business Insider”. Lubi programowaé, gotowaé i podrézowaé.

Mieszka w Vancouver w Kanadzie.
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