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Wstep

Niniejsza praca sktada si¢ z szeSciu rozdziatéw poS§wigconych teorii i aplikacjom
macierzy brzegowych oraz dwéch dodatkéw oznaczonych literami A i B. Scha-
rakteryzujemy teraz krétko tres$¢ rozdziatléw i dodatkéw.

W rozdziale pierwszym przedstawiamy definicje macierzy brzegowej beda-
cej szczegblnym przypadkiem macierzy blokowej oraz podajemy podstawowe
twierdzenie dotyczace macierzy brzegowych.

Rozdziat drugi zawiera informacje na temat dziataii wykonywanych na ma-
cierzach z wykorzystaniem macierzy brzegowych. Méwimy tu o dodawaniu
i odejmowaniu macierzy, przedstawiamy iloczyn Cauchy’ego dwéch macierzy
oraz iloczyn liczby przez macierz (macierzy przez liczbg).

Rozdziat trzeci jest po§wigcony omdéwieniu zastosowan macierzy brzegowych
do obliczania warto$ci wyznacznika, natomiast w rozdziatach dalszych zaprezen-
towano zastosowania macierzy brzegowych do wyznaczania macierzy odwrotnej
(rozdz. 4), rozwigzywania ukfadéw réwnan liniowych (rozdz. 5) oraz wyznacza-
nia rozwigzan bazowych (rozdz. 6).

Z przedstawionych informacji wynika, ze w naszej ksigzce s3 omawiane
podstawowe zagadnienia mieszczace si¢ w programie algebry liniowej wyktadanej
na r6znego rodzaju studiach ekonomicznych w Polsce.

Proponowane ujecie zapewnia a priori jednolite podejscie do tematu, a tym
samym ulatwia zaprogramowanie metod na komputer. Nadto powoduje, ze wyktad
algebry nie ma cech ,,ksigzki kucharskiej”, tak charakterystycznych w przypadku
ujecia tradycyjnego.

Postugiwanie si¢ macierzami brzegowymi wymaga umiejetnosci konstruowa-
nia odpowiedniej macierzy brzegowej. Majac taka macierz, nalezy w kazdym
przypadku wykonac te same, co z mocg podkres§lamy, dziatania elementarne na
wierszach macierzy brzegowe;.

Pod pojeciem dziatan elementarnych rozumiemy:

1. Mnozenie wierszy macierzy przez dowolng liczbe r6zng od zera (oznacza to,
ze kazdy element danego wiersza mnozymy przez te liczbe, np. jesli wiersz
ma postaé [2 3 5 7], a dang liczbg jest 2, to pomnozenie tego wiersza przez 2
powoduje, Ze mamy nowy wiersz postaci [4 6 10 14].



Wstep

2. Mnozenie wiersza przez dowolng liczbe r6zng od zera, a nastepnie doda-
nie tak otrzymanego wiersza do innego wiersza (poprzednio pomnozony
wiersz [4 6 10 14] dodamy do innego wiersza, np. [6 2 8 —1], i otrzymamy
[10 8 18 13]).

3. Zamiana miejscami dwéch dowolnych wierszy.

Kazdy z wymienionych rozdziatéw ma jednakowg strukture. Najpierw oma-
wiamy podstawowe fakty tematycznie zwigzane z zagadnieniem wymienionym
w tytule rozdziatu, nast¢pnie ilustrujemy je na przyktadach, po czym, w kolej-
nym podrozdziale, przedstawiamy zadania do samodzielnego rozwigzania przez
Czytelnika. Na koniec podajemy odpowiedzi do zadan przeznaczonych do samo-
dzielnego rozwigzania wraz ze wskazéwkami.

Na wstepie informowaliSmy, ze oprocz wspomnianych szesSciu rozdziatow,
ktére mozna nazwac algebraicznymi, praca zawiera jeszcze dwa dodatki oznaczone
literami A i B. One réwniez maja taka samag strukture, co wymienione rozdziaty.

Dodatek A jest poSwiecony elementom teorii jednoréwnaniowych modeli
ekonometrycznych.

Dodatek B dotyczy elementéw teorii par korelacyjnych.

Powyzsze informacje wskazuja, ze tematyka zamieszczona w dodatkach
odpowiada wykladom z ekonometrii realizowanym na kierunku ekonomia.

Dodajmy jeszcze, ze w dodatkach A i B podajemy wykorzystanie macierzy
brzegowych zaréwno w teorii jednoréwnaniowych modeli ekonometrycznych, jak
i w teorii par korelacyjnych.

Niniejsze opracowanie moze by¢ wiec uznane za podrecznik z zakresu algebry
liniowej oraz aplikacji w ekonometrii, przeznaczony gléwnie, ale nie jedynie, dla
stuchaczy studiéw ekonomicznych w ramach kierunku ekonomia.



Rozdzial 1. Macierz brzegowa i jej podstawowe wlasnosci

1.1. Podstawy teoretyczne

Dang macierz A = [a;;] 0 wymiarach m x n dzielimy na bloki A% przy uzyciu
p — 1 linii poziomych i ¢ — 1 linii pionowych. Blok A" jest macierza o wymiarach
m; X nj, gdzie:
mi+my -+ tmy=m (1.1
oraz
ny+ny+---+ng=n.

Mamy zatem:

ail a2 ... Qaip All Alz e Alq
21 22 2q
ay; ayp ... a A A LA
A= "= . (1.2)
aml @m2 .. Qmn APl AP APY

Macierz A dang wzorem (1.2) nazywamy macierzg blokowa. Jej szczegélnym
przypadkiem jest macierz brzegowa. Jest to bowiem macierz blokowa, w ktdrej:
1) blok A'! jest macierza nieosobliwg stopnia S,
2) bloki A'2,. .., A s3 S-wymiarowymi wektorami kolumnowymi,
3) bloki A?', ..., AP! s3 S-wymiarowymi wektorami wierszowymi,
4) bloki AY(i = 2,3,...,p,j = 2,3,...,q) sa liczbami, czyli macierzami
o wymiarach 1 x 1.
Macierz blokowa zapisang w postaci macierzy, ktorej bloki spetniajg warunki od
1 do 4, nazywamy wielokrotng macierza brzegowa.
Odnotujmy jeszcze, ze kazda macierz brzegowa jest macierzg blokowa, ale
nie kazda macierz blokowa jest macierza brzegowa. Aby nia by¢, musi spetniaé
warunki od 1 do 4.



Rozdziat 1. Macierz brzegowa i jej podstawowe wiasnosci

Przyklad 1.1. Macierz:

3257]
A= 1 62 (1.3)
|1 35 7]
zapisana w postaci:
[325|7]
A=|416|2 (1.4)
|1 3 5|7 ]
nie jest macierza brzegowa, bo nie jest spetniony postulat 1.
Ta sama macierz A zapisana w postaci:
32|57
A=1[41]6]|2 (1.5)
1 3|57

jest macierzg brzegowa, bo sg spetnione wszystkie postulaty od 1 do 4.

Istotnie, blok A!! =

321, ) 12 5
) jest macierzg kwadratowa, wektory A'¢ = 6 oraz

7
AB = [2] sq wektorami kolumnowymi dwuwymiarowymi, blok A%' = { 13 } jest

dwuwymiarowym wektorem wierszowym, pozostate zas bloki A?? = 5] oraz A® = [7]
sa macierzami o wymiarach 1 x 1, czyli liczbami.

Zakladamy, ze macierz wyjSciowa jest macierza kwadratowa stopnia n, np.:

3245

6015
A= . (1.6)
4382

1433

Woéwczas macierz postaci:

1.7

10



1.1. Podstawy teoretyczne

jest pojedynczg macierzg brzegowa (uzyliSmy jednej linii poziomej i jednej linii
pionowej). Te samg macierz mozemy zapisa¢ w postaci:
32|45
6 015
A= . (1.8)
4 3\8|2

1 4/3|3

Tym razem uzyliSmy dwdoch linii poziomych i tyluz pionowych. Jest to zatem
podwdéijna macierz brzegowa. Wynika z tego, ze macierz kwadratowa stopnia n
moze by¢ zapisana w postaci co najwyzej (n — 1)-krotnej macierzy brzegowe;j.
Innymi stowy, macierz kwadratowa stopnia n mozemy przedstawi¢ w postaci
k-krotnej macierzy brzegowej (k < n).

Dla dalszych rozwazan wygodniej bedzie postugiwac si¢ nastepujacym zapi-
sem wielokrotnej macierzy brzegowej:

A f ...

81

A= (1.9

Qrk
g

W formule (1.9) role macierzy Al (zob. zapis (1.2)) odgrywa macierz Ay,
role blokéw Al dla j = 2,3,...,q odgrywajg wektory f; (t = 1,2,...,k),
natomiast role blokéw A dlai = 2,3, ..., p (zob. (1.2)) odgrywaja wektory 24
d=1,2,...,7).

Na koniec zauwazmy, ze bloki AY (i =2,3,...,p,j =2,3,...,q) tworza
obecnie macierz Q,, o wymiarach r x k i elementach ¢,, (z = 1,2,...,7r,
v=12,...,k).

Dodajmy jeszcze, ze macierz A podang w zapisie (1.9) nazywamy macierza
wewnetrzng macierzy brzegowej A.

W pracy Kolupy i Szczepariskiej-Gruzlewskiej [1991] udowodniono nastgpu-
jace
TwierDzENIE 1.1. Na macierzy brzegowej A danej wzorem (1.9) wykonujemy
przeksztalcenie elementarne (zob. wstep) takie, Ze:

o — wewnetrzna macierz A przechodzi w gérng macierz tréjkatng (zera ponizej
gléwnej przekatnej) z jednostkowg gléwna przekatna,
B — wektory g, k =1,2,...,r, przechodza w wektory zerowe.

Woéwczas macierz Q,;, = [¢»] 0 wymiarach r x k przechodzi w macierz

D, = [d.,] réwniez o wymiarach r x k, przy czym

dey = Qv — ngflfv- (1.10)

Odwotamy si¢ do ilustracji twierdzenia 1.1.

11



Rozdziat 1. Macierz brzegowa i jej podstawowe wiasnosci

Przyklad 1.2. Dana jest macierz A postaci:

A=|125]. (1.11)

321
A= |1]2]5]. (1.12)

Na tej macierzy wykonamy przeksztatcenia «v i 3.
Mamy zatem kolejno:

1
A~ |0
0

(1.13)

Wl (Wl [WIN

w3 [l [

W wyniku tych operacji macierz [3] zostata przeksztatcona w macierz gérng tréjkatng
z jednostkowa przekatng (jest to macierz zdegenerowana), natomiast macierz:

25
Qxn = [3 4]
zostata przeksztalcona w macierz:

Dn:[ ]

Sprawdzimy poprawno$¢ dokonanych obliczen, stosujac wzor (1.10). Mamy zatem:

Wl WA
RS

_ 1 2 4
dii = qu — gA] 1f1:2_1.§.2:2_§:§’

_ 1 1 14
d12ZQIZ*glAl1f2:5*1~§~1:57§:?,

| . s (1.14)

day ZQ21—g2A1_1f1=3—2-§-2:3_§:§7

- 1 2 10
d22:(J22—g2A11f2:4—2-§-1:4_5:?.

Niech dana bedzie macierz A = [a;;] o wymiarach m x n. Symbolem AT
oznaczamy macierz transponowana, powstalg przez zapisanie wierszy macierzy

A w kolumnach, czyli AT = [a;] .

12



1.1. Podstawy teoretyczne

Rozpatrzymy teraz macierz kwadratowa A stopnia n + 1. Ma ona postac:

aip ... Qin a1,n+1
axi ... Gy G4l
A= . (1.15)
an1 ... Gpn Ann+1
| n+1,1 --- Antln Antlntl |

Zapiszemy ja w postaci macierzy brzegowej:
A f
g |z

A— , (1.16)

gdzie A; = [a;;] jest macierza kwadratowg stopnia n. Jest to macierz wewnetrzna
macierzy brzegowej A danej wzorem (1.16). Z kolei:
g=[g192 ... 9] dlagi=ant14, i=12,...,n,
T =[fifo... fu] dlafj=ajns1,i=12...,n, (1.17)
Z = Qn+41,n+1-

Przyklad 1.3. Macierz

2512
4301
A= (1.18)
2532
1204
zapiszemy w postaci (1.16). Mamy zatem:
A f
= , (1.19)
g |z
czyli
251 2
A=|430], f= l,g:{120}72:4. (1.20)
253 2

W pracy Kolupy [1982] podane jest naste¢pujace

TwierpzeNIE 1.2. Jesli A;; oznacza dopelnienie algebraiczne elementu a;;
macierzy wewnetrznej Ay, to:

det A = zdet Ay — > > Aygif;, (1.21)
i=1j=1

13



Rozdziat 1. Macierz brzegowa i jej podstawowe wiasnosci

gdzie symbole det A; oraz det A oznaczajg wyznaczniki macierzy odpowied-
nio A oraz A (zob. wzor (1.16)).

Zauwazmy, 7e:
n

" T
SN Agif; =g (AD) f, (1.22)
i=1j=1

gdzie AP oznacza macierz dotaczona, czyli macierz o elementach A;; stano-
wigcych dopetnienia algebraiczne elementéw a;; macierzy wewnetrznej Aj,
natomiast symbol T w indeksie gérnym oznacza macierz transponowang. Na pod-
stawie (1.19) dostajemy:

T
detA = zdetA; — g (A?) f. (1.23)
Zaleznos$¢ te zilustrujemy przyktadem.

Przyklad 1.4. Postuzmy si¢ macierza A dana wzorem (1.18) i zapisang w postaci (1.19)
jako macierz brzegowa.

Obliczamy:
30 40 45
Al = det =9, Al = —det = —12, Al; = det =14,
53 23 23
51 21 25
Al = —det =—10, AL, = det =4, Ay = —det =0,
21 € [53] 2 € [231 23 € [25]

51 21 45
A%l = 7det = 73, A31)2 = 7det = 4’ A%S — det — 714
30 40 43

Woéwczas:

[ 9 -12 14
AP=1-10 4 o |,
3 4 14
skad:
9 —10 -3 |
(A?)T =|-12 4 4 (transponowana macierz dotaczona).
14 0 —14

Poniewaz det A} = 18 420 — 6 — 60 = —28, przeto
zdetA; =4-(—28) = —112.

Mamy zatem:

9 —10 3772 )
gD r=[120] 12 4 4 ||1]|=][-15-25][1]=-22
40 -14] |2 >

Ostatecznie:
detA = —112 — (=22) = —90.

14



1.1. Podstawy teoretyczne

Z twierdzenia 1.2 wynika kolejne

Twierpzenik 1.3. Jesli macierz wewngetrzna A macierzy brzegowej A jest
nieosobliwa, to:

det A
=z—gA]'f. 1.24
det A Z— 84 ( )
Ze wzoru (1.24) widaé, ze wartosé¢ gA~'f mozna obliczy¢ za pomoca wzoru:
det A
A=z — : 1.25
& i det Al ( )

Na podstawie wzoru (1.25) mozna wysnu¢ wniosek, ze chcac obliczy¢ war-
tos¢é gAflf, nalezy obliczy¢ wyznaczniki stojagce po prawej stronie tego wzoru.
Jest to sugestia cate szczgdcie falszywa, bowiem obliczenie jednego wyznacznika
jest ktopotliwym zabiegiem numerycznym, natomiast obliczenie dwéch wyznacz-
nikéw jest juz bardzo pracochlonne.

Ponizej podamy postgpowanie, wediug ktérego mozemy obliczyc¢ iloraz det A
przez det A bez osobnego obliczania kazdego z wymienionych wyznacznikéw.

Dla macierzy A; danej wzorem (1.20) obliczyliSmy det A| = —28 oraz
det A = —90, wobec czego:

detA 45

= —. 1.26
det A 14 ( )
Jednoczesnie na podstawie twierdzenia 1.1 mamy:
r ] 5 1 5 1
2512 13 5|1 13 g i
A ~ 301NO—7723 0177N
2532 00 2|0 00 210
T _1 T 1
| 120]4] 0—-5—3|3 0—-5—5|3
15 1 51
S R P
N 01 5 |3 N 01z5|3
00 210 001]0
545 5
100 —3% |5 000[%

Wynik ten prosimy poréwnac z rezultatem (1.26).

Na zakoriczenie przegladu wlasnosci macierzy brzegowej podamy jeszcze
nastepujace

TwierDZENIE 1.4. Jesli macierze A, B, C i D sg macierzami o wymiarach
odpowiednio n X n,n X p, p X n, p X p, to wyznacznik macierzy F postaci

AB
F— [CD], (1.27)

przy zalozeniu nieosobliwosci macierzy A (przy zatozeniu nieosobliwos$ci macie-
rzy D) jest odpowiednio réwny

15



Rozdziat 1. Macierz brzegowa i jej podstawowe wiasnosci

det F = det A det (D - CA_]B) : (1.28)
det F = det D det (A - BD*IC) . (1.29)

Dowdd twierdzenia 1.4 podany jest w pracy Kolupy i Szczepariskiej-Gruz-
lewskiej [1991].
Dodajmy jeszcze, ze macierz M postaci

M=D-CA'B
oraz macierz N dana wzorem
N=A-BD'C

nosza nazwe dopetnien Schura.

1.2. Zadania

1.1. Dane s3 nastepujace macierze:

321
a)A=1|4517],

1254

(6380
b)B=|12514],

13257

[6 3
c)C=1]14

125
Zapisa¢ kazda z nich w przynajmniej dwdch réznych postaciach macierzy
brzegowych.

1.2. Na podanych macierzach brzegowych:

(3 2/1]
a) A=1[45|7],

|2 31 ]

(1 2[4 ]
b)B=1|57|2],

3 0[1]

16



1.2. Zadania

c) C=

1 0|2
01|5],
7 4|3

wykona¢ przeksztalcenia o i 3.
1.3. Dana jest macierz brzegowa postaci:

Wykonac¢ przeksztalcenia v i (3.
1.4. Dla macierzy brzegowych postaci:

a) A=

b) A=

(3213
1541,
10 11

(321
431
001

— W N

wyznaczy¢ iloraz det A przez det A;:

I) bezposrednio obliczajgc det Aj, a nastepnie det A,

II) wykonujac przeksztatcenia v i (3.
1.5. Czy w wyniku wykonania przeksztalcen « i § na macierzy brzegowej

postaci:

6 3|1
25|4
8210

A=

na miejscu zera otrzymamy 47
1.6. Dana jest macierz brzegowa:

17



Rozdziat 1. Macierz brzegowa i jej podstawowe wiasnosci

oraz macierz

d 0 0
A= 0 dy O
0 0 ds
Sprawdzi¢, ze jesli d; # 0, to:
3 aib:
detA:det(Al)-<z—; 7
1.3. Odpowiedzi i wskazéwki
1.1. a) Na przykiad
321 3021
A=|45|7|lubA=|4|57],
2 5]4 215 4
b) np.
(6 3(8 0 63 8 0
B= 205 4 |bB=|1[|2 5 4
3 57 312 5 7
¢) tylko
[ 63
C=1|14
2|5
17 5
1.2. A: ~ —_ . —
2 TTT 3
0
[12(4] [1 2] 4 12/4 ]
b) B=[572| ~|0-3—-18| ~|01]6 |,
30[1] [o-6]-11 00|25 ]
[1002] [10] 2 10/ 2 |
) C=1|01|5|~ 01| 5 |~]01] 5
74[3]  [o4[-11 00|31

18
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1.3. Odpowiedzi i wskazowki

| 2]4 s 12|43
3 3 3 313 3
012 4 01/2 4
13. A ~ -
00]=30 00/-30
2 1 1
0-2-11 00/ 1 3
1.4. al) det A; = 13,det A =4,
B 2 2
121 121
13 9
al) A~ [0 B3~ 01]%],
01\1 oo\i

bl) detA; = 1,det A = —27,

bIl) A =

1.5. Nie, mamy bowiem:

6 3|1 I
A=|25[4|~]0 4| & |~
8 2|0 0 2|4

1o o] &
0d20 ap
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0[)2 b3 Z—acllill)'
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0 as 001 ‘Lg
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Rozdziat 2. Dzialania na macierzach z wykorzystaniem
macierzy brzegowych

2.1. Podstawy teoretyczne

W tym rozdziale oméwimy kolejno dodawanie macierzy, odejmowanie i mnozenie
macierzy w sensie Cauchy’ego oraz mnozenie macierzy przez liczbg (liczby przez
macierz).

Rozpatrzmy dwie macierze A = [a;;] oraz B = [b;;] o tych samych wymiarach
m x n. Podkreslamy, iz tylko wowczas mozemy obliczy¢ ich sum¢ C = A + B,
ktéra réwniez jest macierzg o wymiarach m X n.

Do jej wyznaczenia korzystamy z macierzy brzegowej postaci:

I, A
-1, |B

D= (2.1)

Na macierzy D wykonujemy przeksztatcenia 5 (przeksztalcen « nie trzeba
wykonywa¢, gdyz macierz I,,, jest gérng macierza tréjkatng z jednostkowg gtéwna
przekatna).

Po ich wykonaniu na miejscu macierzy B podanej w macierzy D (zob.
wzor (2.1)) wystapi szukana suma C = A + B.

Odwotajmy si¢ do przyktad6w.

321
Przyklad 2.1. Dodajmy macierz A = ] o wymiarach 2 x 3 do macierzy

025
6 31
B=
[256

Macierz D ma postac:

o takich samych wymiarach 2 x 3.
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